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ABANII,1 
Analyse Ils 


Hoe deze syllabus te gebruiken. Deze syllabus is geen toelichting 


op of uittreksel van het college, maar omgekeerd: de syllabus be- 
vat de leerstof voor het tweede semester=-college Analyse, en het 
college geeft hierop, voor zover de tijd het toelaat, toelichting. 


Tenzij het tegendeel wordt medegedeeld behoren daarom ook die de- 





len van de syllabus die niet tijdens het college zijn "behandeld" 
te worden bestudeerd. Meestal is een zinvol gebruik van de toe- 
liehting (tijdens het college) slechts mogelijk indien men met 

de te behandelen stof reeds enigszins vertrouwd is, bijv. door 

het vooraf doorlezen van de syllabus. 

U dient de stof zo onder de knie te krijgen dat U opgaven van een 
niveau als dat van de hier opgenomene kunt maken. Sommige opgaven 
zullen op het praktikum aan de orde komen; de andere kunnen dienen 


als extra oefenstof. 


Hoofdstuk I. De Riemann-integraal van continue functies IR > IR. 


In dit hoofdstuk definiëren we de Riemann-integraal van con= 
tinue functies IR > IR; enkele eenvoudige eigenschappen hiervan 
worden afgeleid. Later zullen we ons met een grotere functieklasse, 
die der Riemann-integreerbare functies, bezighouden; bovendien 
beschouwen we dan ook het geval IR" > IR. 


Alle onderstaande functies zijn reëelwaardig. 


81. De Riemann-integraal. 


In deze paragraaf bewijzen we enkele beweringen uit de 
“Infinitesimaalrekening!" voor het geval dat we met continue functies 


te maken hebben. 


Î Aleld Zij £ comrtinu op lasbl: zij D een verdeling van [a,b] in eindig veel 

) deelsegmenten door middel van een rijtje a= xs A S xx See GC XD. 
We noemen inf, (f) = inf (EON S Xx S Xj} en sup‚(f) = sup {£(x)| 
Kk SX S xj}. De bovensom sj en de ondersom sp van f bij D defi- 


niëren we als a g | 
spf) s SUP (£): (xy — Xie)» Sp(f) = X bne 


Mrne 
ket Ì k=1 en 
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Er geldt (b-a) © inf f(x) $ so(f) S Elf) S (b-a) + sup f(x). 
aSxSb | | asxSb 


Tenslotte definiëren we S(f) en AEN doot 





| | sf) = inf (spiD de verdeling van (a,‚bl}, 
s(f) = sup {s |D is verdeling van [a,b] }. 
| Is E een tweede verdeling van [a‚bl en is F een gemeenschappelijke 
verfijning van D en E (d.w.z. een verdeling die als deelpunten 
zowel die van D als die van E bevat), dan is 

Sp(f) < snlf) S Er(f) S Sp(f), 
immers als [psql CG [r‚sl, dan is 


inf f(x) # inf f(x) en sup f(x) < sup f(x). 
PSxSa PSXxSs PSS PSXSe 


Er volgt dat s(f) $ s(f). Maar er geldt zelfs: 


EK ET EEE Kn De GN OR AAE ee RE 


(12) Stelling. S(E) = s(f). 
Bewijs: Zij € > 0. f is uniform continu op [a,bl , dus er is een 


8 > 0 zó dat voor alle x,y E la,bl met [x-yl < 8 geldt |f(x)-f(y)l < 


Sagen ne ot Rn Ok eet meente taekema 


S e/(b-a). Zij D een verdeling van [a,bl waarvan alle deelsegmenten 
lengte $ ô hebben. Dan is 

SUD) e= Ant) Sel (bea) 
bzelfs Wel: waarom?) dus 


Spif)-srlf) = ZE leupylfdeinf, CE) Omeex 


) << &- ‘(b-a) ze. 
k=1 ee 


k=1 
Er volgt dat 

s(f£) SE(E) SEE) SSplf) te s(£) + e 
dus 

0 SEF) - s(f) <e. 


Aangezien e willekeurig is volgt hieruit dat s(£) = s(£). 


(1.3) Definitie. De (Riemann-)integraal van f over [a,b] is het getal 
| S(E) (= s(É)); we geven het ook aan met 


d, 
If) of Ladasbl ef ff (xjdx 
a 
(waarbij de letter x door elke andere letter mag worden vervangen). 


° (1.4) Stelling. | 
| a. Zijn fen g continu op [a,b]; dan is 


I(af+Bg) = AI(É) + BI(g) MS TR 








(1.5) 
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b. Is f continu op [a,bl en is a <e <b, dan is 
Igla,cl + Igle,bl = Iela,bl. 
Bewijs: 
a. Voor elke verdeling D van [a,b] is 
super + (ESMEE NIER gana. ‘ 
Er volgt dat | 
Een asf) als a 0 
sp(af) ee als a < OQ 
dus I(af) = aI(f) (ga na). 
Verder is sup, (f+g) S Sup (f) + sup (zg), dus sp(f+g) S Sp(f)+s(g) 
Voor elke e > 0 is er een verdeling D van [a,bl waarvoor geldt 
Splf) =— sp(f) S e en Spíg) -— splg) Se | 
(zie het bewijs van (1.2));3 er volgt dat voor deze D geldt 
I(f+g) < Sp(f+g) S sn(f) + sn(g) + 2e S If) + I(g) + 2e; 
we concluderen dat I(f+g) S If) + I(g). Op analoge wijze be- 
wijst men dat I(f+g) > I(f) + I(g) (ga na). Er volgt dat 
I(f+g) = If) + I(g). 
De 


Zij F een verdeling van [a,bl; laten D en E de door F geïnduceerde 
verdelingen van resp. las;cl en [c‚bl] Zijn. Er geldt 
Sr(f) > Ssp(f) + sr(f£) > lelascel + el c ‚bl 
(ga na) dus | 
(*) lel a,b > Id asel + Iglc,‚b]. 
Op analoge wijze bewijst men dat in (*) het S-teken geldt 


waarmee het gestelde bewezen is. 


> 


De in stelling (1.4),b genoemde formule is geldig vóor alle 


a,b,e € IR en f die continu is op het kleinste segment dat 
a,b,c bevat, als we definiëren | 
D 


en 


cd 8 
Sf(x)dx = -Sf(x)dx als a > b 
a b 
a 
FECxddx = 
a 


Casb € IR}. Ge na. 
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(1.6) Stelling. Laten f en g continu zijn op [a,b]. 


de He ix) Sel) Le ES lasblJe dán te 
D D 
ffGddx S fglx)dx. 
a a 


b. Is LECx) | SM (x ES lasbld. dan de 


Db 
SfG)dxl S M(b-a). 
a 


Bewijs. | 
a. Uit f(x) S glx) (x € [a,b] ) volgt dat voor iedere verdeling D 
van [la,‚bl geldt 
spf) Ss Sg) 
dus I(f) $ I(g). b 
b. Pas a toe op f(x) < M resp. -M S f(x), en gebruik dat [1-dx = b-a 


(hetgeen uit de definitie van integraal VOLBt ). 5 
(1,7) Stelling. Zij f continu op la,bl. 
a. Definiëren we F : la,bl > IR door 
Fi X 
ELK) = JECTjAT 
dan 28 E' = f, T 
b. Is G een primitieve van f (d.w.z. geldt G!' = f), dan is 
D 
SfCt)dt = Lel? = GH) -— Ga). 
a cl 
Bewijs. 
a. Zij x € [a,b], xth € [a,bl. Uit de definitie van integraal volgt 
dat | 
X+h 4 x+n 
 Aedt e= kh dus ed ALKIMTE & Blade 
X # 
hu ri 4 X+h 
[pl FCx+th) Eldee Bek = LE b ARLES Ce) 
| X 


21) e > 0. Aangezien f continu is in x is er een Ô > 0 zó dat 
PCER =| Ze voor alle t met |t=xl < 8, Voor [nl <8 is het 
rechterlid van (*) kleiner dan TT "Ee | 
SCelde VOIEE, 

Uit G' = fen F' = f volgt (G-Fj!(x) = 0 voor alle x € Lab]; 








h| = e‚ waaruit het ge- 


[or 


dus iser een a € IR zó dat G-F = q ofwel F = CG — ú, 








en ne kika a ie Si de ll ene in Rn nn Sn ik nn ien 


ie IE LEE id a ik EE Ee en re eiken en RE der haci 





Cl8) 


kk 


(1.10) 
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Door substitutie van x = a in 
X 
Iflejdt = lx) >= à 
a 


vinden we a = G(a), waaruit het gestelde volgt. 


Stelling (substitutieregel). | | ° 
Is f continu op [a,bl en is 6 : le‚dl > la,bl continu differentieer- 
baar (dat wil zeggen: bestaat d' en is deze continu), terwijl 

ble) s av Óld) = hb, dan is 


D d 
ffG)dx = SfCGCH)E' Ct)dt. 
a Cc 
Bewijs. Definieer F als in (1-7), en G : le,dl > IR als G = F 0 om 
Volgens de kettingregel is G!' z= (F' o d) + &!' = (£ 0 ó) - oe 
volgens (1.7), b is dus 
d DS 4 b 
SFECHCENDG'(tddt = Gd) - Glee) = F(b) - Fla) = SEx) dx. 
Cc 


a 


Stelling (partiële integratie). | 
Zijn f en g continu differentieerbaar op [a,bl, dan is 


b jb b 


ffe! Geddes [Ff « & > “SE! Cdglak, 
| a 


BEWIJS: Mebevs CE gil == fiet fet en (ie. 


Toepassing: de logaritmische en de exponentiële functie. 
Met behulp van de integraal kan men nieuwe functies invoeren. 


Als voorbeeld definiëren we 


(*) log x & f din Ce ee 0, 


Volgens (1.8) is voor x > 0, y > 0: 
| X XY x y 
(**) log (xy) = f de + ‚st = f SE + f ue log Xx + log y 
1 XK Â Es 


(gebruikt is de substitutie t = xu). Uit (+) volgt dat log strikt 
monotoon stijgend en differentieerbaar is (met afgeleide x > =) 
en dus een strikt monotoon stijgende en differentieerbare inverse 


heeft die we aangeven met exp; we schrijven ook exp(x) = eX, 
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Uit log 2 > 0 en log 2 =n log 2 (n € Wi volgt dat 


lim log Xx = +, en uit log x = =log 7 (x > Ô) volet nu dat 

X”+ 00 

lim log x = -@. De functie log Is dus een bijeectie van (0,») 

xy OQ 

op (-e,to), en exp is een bijectie van (-@,+e) op (0O,e). Er 
4 


geldt exp!x = = EXD X. 


log'lexp x) 
Uit (**) volgt dat explxty) = exp Xx « exp y(x‚y E IR). 
Tenslotte definieert men voor a > 0, bE IR: ab = a log Pe 
We memoreren nog enkele formules, die men kan afleiden als in 
Inf,» hoofdstuk 2: 

VaE IR) lime = 0; VaEe iR, a> 0} lim WCEX = 0; 


xt @ xXx o00 X d Ì 
(Va € IR, a>0) lim xâlog x= 05 

| xJ 0 
tin EEK er mee lint et 
x”0 x”0 pe n”>oo De 


582. Enkele formules. 


In deze paragraaf behandelen we enkele formules waarin de inte- 
graal een rol speelt en die men soms in toepassingen tegenkomt. 
Sommige formules zijn geldig onder zwakkere veronderstellingen 
dan de hier genoemde; de laatste zijn echter voor de toepassingen 
voldoende. 

fe CMla,bl betekent: de n-de afgeleide em van f bestaat op 
[a,bl en is daar continu (in woorden: f is n-maal continu diffe- 


renteerbaar op [a,b] ). 


(2,1) Stelling. fg, 6 Clasbl+ e ie tekenvast op la,bl > 


(dE € [a,bl) SfGW)glxddx = FCE) felxddx. (+) 
a. cd 


Bewijs: zij g(x) > 0 op (a,bl; noem M = max f(x), m = min f(x). 
Ee geldt aSxSb aSxSb 


(VxEf[a,b]) mglx) S f(x)glx) S Mex) 
dus 


D b b 
mSgooddx SSfON)Iglxddx S Mlglx)dx. 
ä. a a 





(22) 


28) 


(2.4) 


(2,5) 


Is I(g) = 0, dan is blijkbaar ook TCE) = 0 
lg) > 0, 


E E [a,b] voldoet. Is 
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> ZOdat in (*) elke 
dan is m$ I(fg)/I(g) < M; 


volgens de tussenwaardestelling (die zegt dat een op een seg- 


ment continue functie doorlopend is) is er een £ € [a,b] 
Ife)/Ile) = 


Elek 
Is g(x) S< 0 op [a, bl, 


en passen (*) toe op f en -g. 


Uit (2.1) leiden we af‚ door e 
dan | D 
(HE E la,pl) SfGddx = 


ad 


Voor de fijnproevers: 


geldt; ga dit na meb.v. 


dan Ven we I(fg) = 


f(E) (b-a). 


met 


-ICf * (=g)) 


= 1 te nemen: als f € c°[a,bl, 


ENEN 


er is zelfs een E € (a,b) waarvoor (++) 


de in (1.7) ingevoerde functie F en de 


middelwaardestelling van de differentiaalrekening (stelling van 


het gemiddelde). 


ptellins. £ SC lasbls 
(3E Ee la,pl) ffGN)elx)dx 
a 


se Oe 


18 tekenvast 


op [a,b] > 
f(a) Focen + f(b) 


Selx)ddx. 
E 


Bewijs: definieer G la,bl > IR door 
GX) = fglt)dt; 
a 

er geldt G!' = g en G(a) = 0. Partiële integratie levert 

b 1 | 

JECRIG (dd se FLIS = SEH) EH) dx; 

a a 
toepassing van (2.1) geeft: D 

GE € EKDJGCBL — BEEN FE Geddr es 


la,bl)ffGO)elx)dx = 
ä 


waaruit het gestelde volgt. 


Opmerking. Uit (2.4) leiden we 
EE 0 labl en 
(AE € 


tekenvast 


[asbl ) Sf(x)dx = 
a 
Maak zelf ‘een plaatje! 


ag f' 


d 


F(D)G(D) — GEEN FCH) — fla) (+ee) 


af, door g = 1 te nemen: is 


op [a,‚bl, dan geldt: 


fla)(E-a) + f(b)(b-E). 
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(2.6) Stelling (van Bonnet). 
FE CTasbls eg Clasbl, fix) = 0 en f'(x) <0 op lasbl > 
b Ë 
(JE E [asbl) ff) glxldx = fla) fglx)dx. 
| a | a 
Bewijs: we gaan uit van (***) (zie het bewijs van (2.4)). 


Noem M = max G(x), m = min G(x); uit het gegeven volgt f(b) > 0 
aSxSb aSxSb 


en f(b) $ fla) (ga na), dus 
mf(a) < f(b)G(b) GEIL F(D) - flaìl S Mf(a). 
Is f(a) = 0, dan is f(x) = 0 op (a,bl (ga na}, en dan voldoet 
elke &£ € [a‚bl. Is fla) f 0, dan volgt het gestelde uit de 
doorlopendheid van G. 


(2.7) Opmerking. Uit (2.6) leiden we af, door g = 1 te nemen: onder 
de voorwaarden van (2.6) geldt: 
D | 
(JE E [a,‚pl) Sf(x)dx = Fla)lE-a). 
a 


Maak zelf een plaatje! 


(2,8) De stellingen (2.1), (2.2), (2.4) en (2.6) worden middelwaarde- 
stellingen van de integraalrekening genoemd. (2.1) wordt daarbij 
door sommigen de eerste, door anderen de tweede middelwaarde- 


stelling genoemd. 


(2.9) Is f voldoende vaak differentieerbaar op een segment dat a en x 
bevat, dan vinden we door „Partiële integratie: 
F(x) -— fla) = fette 5 TE = f!'(a)(x- af Cen =x)f (t)dt = 
a a 
De | 
= f'(a)lx=-al-iff"(t)d(t-x)? = ted 
a X 
+ IJF! (H)(t-x)2dts; 


Zo voortgaande (precies: via volledige inductie) vinden we 


(n) 


Else) e faris rail (rra)? (x-a) + 





+ ar FEED eere. 
d 
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Voor x # a gaat de laatste integraal door de substitutie 
u = (t-a)/(x-a) over in 


Beale Pee a 


hetgeen we, na keuze van pS[0snl, sshrijven als 
bss anti } 


B 05 ar je mDr oe =adwral ist) Ph > teut an, 


Wegens de tekenvastheid van (1-u)P Gp £0,1] kunnen we (2,45)- 
toepassen; er volgt dat er een 0 € [Q.1l is met 
Gaj „(n+1) np 5 P 
I= of [ (x-a)0tal (1-8) f(1=u}*du = 
É 0 | 


£ DE geaidsaltePP. 


Voor de toepassingen belangrijke gevallen krijgen we door p = n 
resp. p = 0 te nemen. 


We vatten het bovenstaande als volgt samen: 


(2.10) Stelling (formule van Taylor). 


Zijf (nt1) keer continu differentieerbaar op een omgeving U van 


Ee AL 


f'(a) 


Tjla;sx) = f(a) + TT (x=-a) +... + 


„(n) 
Ee (x-a)F 


Reka) = Llxl= ECR). 


Voor alle x € U LS 


a. 
— X 

Rrlaisx) = r Le der dar. 

je Id a 

b. Voor alle x € U ln 15 een & tussen a en x met 
n n+1 KE) n+1 

en (asx) = ED (x=-a) | 

(restterm van Lagrange). 

c. Voor alle x € U is er een 8 € [0,1] met 


(te alsa n+1 
are 


R(as;x) = en 


(x=-a) 
(restterm van Cauchy), 
CALA) Opmerkingen. 


1. Schrijven we x-a = h, dan vinden we een schrijfwijze van f(a+h) 


als som van een polynoom in h en een vestterm. 








(Sad) 
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De restterm van Cauchy is in dit geval 


(1-0 nt DD (avon) 


nat 
ni ë 


2. De restterm van Lagrange is reeds eerder behandeld, namelijk 
in de interpolatietheorie (theorie der polynoombenaderingen 


in gegeven punten). 


563. Benaderde integratie. 


We houden ons in deze paragraaf bezig met het berekenen,'in een 


zeker aantal decimalen nauwkeurig'!, van’ integralen. 


Vooraf het volgende. In de toepassingen van de wiskunde heeft men 
vaak te maken met het probleem: een reëel getal a met een voor- 
geschreven precisie e te benaderen met een rationaal getal, m.a.w. 
bij gegeven e > 0 een rationaal getal r te bepalen zó dat 

la-r| < e. We weten dat elk reëel getal limiet van een rij ratio- 
nale getallen 1e. Kennen we zo'n fij (rad met np a (mn >}, dan 
kunnen we a in bovengenoemde zin willekeurig dicht met rationale 
getallen benaderen. 

Voorbeeld: van een functie f kan men soms de functiewaarden f(x) 
benaderen met behulp van de formule van Taylor, mits een schat- 


ting van R-lasx) (gie (2,10)) te vinden 1s; geldt lim R Casx) = 0, 
| ° n->vo 
dan is een rij (ro) als bovengenoemd t& construeren. 


In de computer-wiskunde laat men als benaderende getallen niet 
alle rationale getallen r toe: men heeft daar de beschikking over 
een eindige verzameling rationale getailen. Een willekeurig 
dichte benadering is in de computer =wiskunde dan ook in het 
algemeen niet mogelijk. 

Een integraal is te benaderen door, zoals we in de Inf. deden, 
een primitieve van de integrand te bepalen, en vervolgens de 
waarden van deze primitieve in de eindpunten van het integratie- 
segment te benaderen. Daarnaast beschouwen we nu methoden der 
benaderde integratie (ook genoemd: numerieke integratie) volgens 
welke men een rechtstreekse benadering, d.w.z. een benadering 


zonder tussenkomst van een primitieve, van de integraal verkrijgt; 





(38) 


(343) 


(3.4) 
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deze methoden zijn in het bijzonder nuttig wanneer geen elemen- 


taire primitieve aanwezig is. 


Polynomen zijn eenvoudig te integreren omdat ze een eenvoudige 
primitieve hebben. Men benadert nu een willekeurige integrand : 
met een polynoom, m.b.v. de eerder behandelde Lagrange-inter- 


polatie die we hier nog even memoreren: 


Stelling (betreffende Lagrange-interpolatie). 


BE Se Bal en dea en Sn Sd nee Si =D den Lede 
precies één polynoom p, van de graad < n, het n-de graads Lagrange- 


interpolatiepolynoom, waarvoor geldt 





Pníxk) = f(x) voor alle k met 0 Sk Sn. 
Er geldt 
Delx) = 5 fFGa)L (xx), waarin Ll (x) = ri ee 
n e= Kek Ë Ke EN 
1fk 
en 
Criel n 
E 
Vx € La,bl)(GE € (a,b))fG = pn) + A TG) 


We beschouwen eerst de lineaire Lagrange-interpolatie in een 


tweetal punten a, ath. Voor f € C?[a‚ath] is er volgens (3.3) 





een functie £ : [asath] > (a;sath) zó dat 
(Yx E [asath])f(x) = f(a) * Ea + f(la+th) : 2 + 


+ EE) CxadRsahd® je 


er volgt dat 


a+th | a+h 
S_ flxddx = Eh[ fla) + flath)]+ 1f EEN el edehhdt. 
a a 


Uit de tekenvastheid van (x-a)(x-a-h) op [asath] leiden we als 

In de En VE 2 ant En 

(dn E [asath])f FY(E(H))(x-a) (x-a-h)dx = fY(n)f (x-a)(x-a-h)dx = 
a 8 a 


= EE" (n)n?. 
We concluderen: 


en 
*) Merk op dat de functie x > HF(E(X)) (x-a)(x-a-h) continu is, 


aangezien hij de som is van de functies f, x > Ef (a) (x-a-h) en 


Xx >= Ef (ath)(x-a). 
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(3.5) Stelling (trapeziumregel): 


(347) 


Is f € Cf a,a+th] , dan is er een n € [a,a+nhl met 
a+h | 
S_ FGddx = fla) + Flarmd] - Hf"(n)h (*). 
a 


Men noemt (*) een (interpolatoire) kwadratuurformule; de getallen 


a en ath heten steunpunten. 


Benaderde integratie op een segment [ a,b] kan plaatsvinden door 
[a,b] in n (niet noodzakelijk even lange) segmenten te verdelen, 
en n-de graads ((n+1)-punts) Lagrangeinterpolatie te gebruiken; 
men EA zo een (n+1)-punts kwadratuurformule van het type 


| n 
TEHN 5 PE wetn bt B 
a k=0 | 


die men interpolatoir noemt en waarin de Xj de steunpunten, de 
W‚ de gewichten heten. Een schatting voor Rn vindt men met be- 


hulp wan (3.3) en (1,6), hi 


Cr (n+1) 
R En max | f SER, 
| n! REE, ee | 


Men kan ook op elk deelsegment de interpolatoire kwadratuurfor- 
mule (*) toepassen en vervolgens sommeren; de zo verkregen 
kwadratuurformule noemt men repeterend. Voor een equidistante 


verdeling verkrijgt men zo: 


Stelling (repeterende trapeziumregel). 

Is f € C*[a,bl, dan is er een E € [a,b] met 
D | | | 
Sf(x)dx = h[Sf(a) + flath) + ... + flat(n-1)h) + 2f(D)] - 

a 


-_(b-a)h? f"'(E) 


12 
waarin h = (b-a)/n. 
Bewijs: voor 0 $< k S n-1 geldt volgens (3.5): 
at(k+1)h ‘ | 
$ flx)dx = FhlFflatkh) + Flat(k+1)h)l Af" (Ey) 
atkh | 
voor zekere E, € latkh,at(k+1)nl. Is M = max f'(x) en 
| aSxSb 
tik | | 
m min f“(x), dan is nm S X f"(E,) S nM;s gebruikmaking 
k 
aSxSb ked | 


van de doóorlopendheid van f'" op [a,b] levert het gestelde. 
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Opgaven: 

1. Bewijs: | 
(i) ek > 1 + x voor alle x € IR 
(Ii) SS Î voor alle * S 4 





Et == x 

Glad = 2 log Xx $ Xx = 1 voor alle x > 0 
Cau) df a sj U 4 a voor alle x > -1 en alle a> 1 
(v) (LX) SL kat voor alle > =t en alles a S Ai4T 
Bewijs: 
Ca a“b’ < au + bv voor alle a,b > 0 en u,v > 0 met utv = 1 
Ca) Ba X > ox voor alle x € [0,lj | 

(U mag de in de infinitesimaalrekening aangenomen eigen- 


schappen van de goniometrische funkties bekend veronder- 
stellen). 


voor a & Rs a > 0, wordt de Lunktie f… £ IR + IR gegeven 


door fx) e= tees, 
(i) Bewijs dat de vergelijking fax) = 0 precies Één reële 
wortel x(a) heeft en dat x(a) > 0. | 
(ii) Bewijs dat er SS x(a) <a en bereken a all — zal). 
De funktie ï IK > IR is gegeven door f(0) = 0 en 
B 
fl) = x° Sn 4 voor alle x # 0. 
e“ + E 
(1) Ga na of f continu is in 0. 


(ij) Ga na of f'(0) bestaat en of f' eontinu ds im 0. 


(ili) Ga na of £"(0) bestaat en of f'' continu is in 0. 


Bewijs: de enige differentieerbare funktie £ : IR > IR met 


f'(x) = f(x) voor alle x en Ered dee. 


Bewijs met behulp van de formule van Taylor: 








(1) 


Geen, 


(iii) 


Te Ka) 


(ii) 


Kla) 


L. 


Lis 


Cd) 


ABANII , 14 


2} Se <3 
3 1 — —6 
0 <e - X xr > 10 
k=0 
e is irrationaal: 
Bereken voor f(x) = (1+x)” de restterm van Lagrange 


L_C05x) en de restterm van Cauchy COX). | 
Bewijs: als m een natuurlijk getal is met m > lal dan 


1e voor alle nn > nm! 


ls KG ) = en SS Usa sus n<n 


Ga na dat met behulp van deze grove schatting van 


(Gy voor 0 < Xx <1 bewezen kan worden dat lim L (O0;x)=0, 
n . n 
neo 
maar dat dit mislukt voor =1 &x < 0. 
De ongelijkheid (41) is echter wel scherp genoeg om voor 


-1 << x <0 te bewijzen lim C_ (O5x)=0 


Toon dit aan. 


Zij f 2 Lasbt * WR gontArnu. 
Bewijs: als be f(x) dx = 0 en f(x) > 0 voor alle x € | a,bl 


f cd | 
dan is f(x) = 0 voor alle x & Las,bl- 


bijt 5 ch a,bl. gE Cable: Eix) ee ten fx) == 0 ap 1 äsb) 
Bewijs: (4 E£ e[a,bl) fix) glx) dx = FD) L g(x)dx 
ä 


bb Slü X 
Voor alle a,b € IR met g Sa sb is S =t dx| S 
cl 


Bewijs dit (zie opmerking bij opgave 2). 


@% | ND 


Definieer de funktie arectan: IR > IR door 
X Ê 
arot = f dt ni 5 
ctan Xx —, en defintieer het reele getal T 
0 1+t 


HH 


door TT Uh aretan 1. Bewijs nu: 


arctan x = =arctan (=X) 





EE ESE eN AE VN B IEDER A GREEN ADEL REEN RLN EE 


GE EI pa en 
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(ii) aretan x + arctan n 5 voor alle x > o 
4 e 
arctan Xx + arctari Er VOOr ALS 2 Sb 
An le 
(irt) 1dm arectan x = 5 
xX > OO 
Ti 
lim arctan Xx = == 
2 
X TT OO 
(iv) voor alle x,y € IR met xy <1 is 
arctan Xx + afetan y # ardtan B 
| LX 
Aanwijzing: voor alle y > o is het verschil van rechter- en 
linkerlid een op (-os, Ee differentieerbare funktie van Xx 
met afgeleide g; analoog a 
(v) arctan 5/3 n 7 en arctan /3 = 5 
(vi) 


arctan 5/3 > 5/3 en aretan 1 -— arctan 5/3 & 21-53) 


aanwijzing: trapeziumregel. 


Glider at 


5 


Opmerking: het is mogelijk om uitgaande van het bovenstaande 
de funkties tan x, sin x.en cos Xx te definieren en hun 

En HT men ne 
eigenschappen te bewijzen; op(-5 7) definteert men bijv. 
tan x als inverse van arctan x; via tan x = tan(x+tkm) zet 


men deze funktie voort tot U (kr 5 ‚ km + 5), enz. 
KZ 


Di FE Taa & dn. 


(1) Bewijs door integratie van het tweedegraads Lagrange - 
interpolatie polynoom met steunpunten a;a + hen a + 2h 
dat eb een funktie n : [0,2 — (aa + 2m) de zodanig dat: 
‚at?2h 
k Hlnek de = zh [fCa)tu flath)t f(a+2h)]+ 

a 
di Lj d Ir eo De 
teh d f Antie rtrstidt 
Ö 


(1i)Bewijs: 


restterm in bovenstaande formule Pii 


(regel van Simpson) 


als f een polynoom is van graad & 3 dan is de 


Hen ZeEt: 





Ld 


14, 


ED 


(ai) 


(iv) 


Ci) 


Cii) 


GL 


CER) 
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polynomen van graad < 3 worden met de regel van Simpson 


exact geïntegreerd. 


Voor de trapeziumregel herleidden we de restterm tot een 


eenvoudige gedaante. Waarom mislukt hier een analoge 


berekening? | 
Bewijs dat de restterm in (i) gelijk is aan 


5, Len _ EN! (n,)]Jwaarin Njsnz E [a,a+2hl. 


Opmerking: er kan bewezen worden: als f € ê [a,a+2hldan is 
de restterm gelijk aan — 5e ke ee) voor zekere 


E € [a‚a+2hl. 


Een schooltafel voor goniometrische funkties geeft getal- 
waarden in 5 decimalen (zie opmerking bij opgave 2). 


Met welke stapgrootte moet men sin Xx op [0 tabuleren 


ES 
opdat de absolute fout bij lineaire interpolatie kleiner is 
dan 5, 1072 

idem als (i) maar nu voor derdegraads equidistante Lagrange- 


interpolatie. 


Zij f E C° [a,‚bl. Bewijs: bij ieder tweetal punten 


tt, 6 [a,bl en iedere a E[O,1l is er een E£ Ela,bl met 


1 
FLE) = ú ECE + (1-0) ECE). 


ek 


ee ok [a,b] en laat f op [a;bl in tabelvorm gegeven zijn 
| | IE Hd 
in de punten xatkh waarbar kelsdsaars A St Eee 
De afgeleide van f in Xx, is te schatten via 
Ei ) AT E{% ) A 
+ De dn kaanse 
fl (xj) + Er en ( st 3 
Toon aan: R, Ges h) Ee -à h ECE) voor zekere Er Krea Bied 
mi me 
[ls fx) = sin x en lasbl = LO, dan kan men met (1) 


COS Xx berekenen (zie opmerking bij opgave 2) 
Hoe moet men h kiezen opdat de absolute fout kleiner is dan 
da 


° 
Men kan £ Cx) ook bepalen met 
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Ì 


f(x ) - f(x ) | 
k+1 Fed 
RS, bezi nn nne R„(ksh) bio led sas sHtiel) 
: : ge zal 7 In) ‘ 
Toon aan: R‚(ksh) = == h° É!!(E) voor zekere £ ECH Xie 


Caanw.: gebruik opgave 14). 

Onderzoek aan de hand van het gevraagde in (1i) in hoeverre 

deze methode de voorkeur verdient. 
(av)*Als f © ce [a,b] dan is er een E Ex 


E ee on 2 1 
R‚(ksh) A0 tE of Ce) 


ard) met 


ek Ly dE, 
150 B GE 
Hoe kunt u hiervan gebruik maken om in de situatie van (ii) 


met nog grotere h de verlangde precisie te bereiken? 


16. Bi Eee faci Heije: 


(1) er is een £ € [a,bl met 


D 
| EGwax = bea) ERS) + Lear? tno) 
dà 


Cmidpoint-regel) 


Aanw.: pas de formule Taylor toe in het punt J(b+ta). 


(11) er is een £ € [a,b] met 


/ etui EKE Em) ta (bea) ne FME) 


i=1 ee 
waarin nh = 22 en m; = + (i-Ì)h 
nn ia Ag 
(repeterende midpoint-regel) 
bis dij f € Ö [a,bl;veronderstel dat f convex of concaaf is, 


d.eWsZe dat ff! tekanvast 18: 


(1) Bewijs dat en dx ligt tussen de door toepassing van 
a 


trapeziumregel en midpoint-regel verkregen waarden. 

(ii) Bewijs dat toepassing van de repeterende trapeziumregel 
en van de repeterende midpoint-regel voor bijv. 
n=1;,2;k;8,... een dalende rij majoranten en een stijgende 


Pij minoranten voor de integraal levert. 








18. 


ts 


CL) 


Ci) 


GE 


kde) 


(iv) 


(1) 


(ii) 
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do aL 


Pas het bovenstaande toe om log 2 = f Te 


in 





2 cijfers nauwkeurig te berekenen. 


We beschouwen op [-1,1] een 2-punts kwadratuurformuie 
4 | | 
SS fx) dx = w 


_… Á 
aka. 


4 Ë Cx) A, fx) + _K Ene EL -1,4}) 


2 Le 


Âls X4 57% en WW dan is de kwadratuurformule exact 


voor alle oneven funkties (dat zijn funkties met f(-x)z-f(x)). 
Bewijs dit. 

Bepaal de steunpunten en gewichten zó dat polynomen van graad 
S 3 exact geïntegreerd worden. 

Aanw.: ga na dat het voldoende is te eisen dat 

lex ox” exact geïntegreerd worden. 

Toon aan dat deze kwadratuurformule dezelfde is als de 
kwadratuurformule die ontstaat door het lineaire inter- 


polatie polynoom van f met steunpunten xy en X, te integreren. 
1 | | 
Benader log 2 = f ier met behulp van de gevonden 
lk 5 
kwadratuurformule. 


Vergelijk het resultaat met dat van de trapeziumregel. 


Ba € ë [-1,1 |; laat px) het derdegraads interpolatie 
polynoom zijn met pix;) = Êx) en p'bx;) = f'(xs)5 helen 
Bewijs: er is een funktie E : [-1,1] > (-1,1) met 

FLN) = DK 4 SE fte) ERE Ge voor alle 

x E [-1,1] 

Bewijs: er is een n € [-1.1l met 

r f(x) dx = Ed of Ek eef ns 


waarbij X,sXnsWasWo de In opgave 18 gevonden steunpunten 
en an Ae 


en gewichten zijn. 
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Hoofdstuk II. Metrische ruimten. | 


6 L, Eenvoudige definities en voorbeelden. 





(k.1) Inleiding. Het lichaam IR der reële getallen is voorzien vari 
een absolute waarde x > | x[ ; we definiëren op IR een afstand 
(afstandsfunctie) p als volgt: pla,b)=la-bl. We onderzoeken — 
nu in dit hoofdstuk enkele eigenschappen van IR die uitsluitend 
in termen van deze afstand (en dus zonder gebruikmaking van, 
bijvoorbeeld, de optelstructuur en de ordening) kunnen worden 
gedefinieerd. We krijgen hiermee bijvoorbeeld inzicht in 
eigenschappen van continue functies (voorbeeld: waarom neemt 
een continue functie op een segment een grootste waarde aan?) ; 
bovendien blijken de bij dit onderzoek ingevoerde begrippen 
in de gehele analyse van groot belang te zijn. 

Abstractie (= weglating, aftrekking) leidt ons tot de 
volgende definitie: 


(k.2) Definitie. Een metrische ruimte is een paar (V‚o) waarin V 
een verzameling is en p een functie VxV > IR met (vab SS Wis 
1. pla,b) > 0; pla,b) = 0 * az=b. 
2. pla,;b) = p(b‚a) (symmetrie). 
3. pla,;b) S pla,e) + o(b.c) (driehoeksongelijkheid). 
p heet een metriek of afstand (op V). De elementen van V 


noemen we soms punten. 





(4.3) Voorbeelden. 
Ts WEIR … Plas ss laskl 
Ï Et 
2. V=IRË ‚ pla,b)h =| & Cay bj) |“ (Euclidische metriek), waarin 
k=1 | 


ENEN EE MEO IP ERIN AG OP EREN NEEN EENCLTE ED ETNRL NNTN n ee Te oe! OT NN ed Ee nak Ep Se 7 pr MNT EEN ì WT 


a= (ai. A2s.-:,a) se dh (Disbasse.sD). Dat po een metriek 


n= 


is volgt het gemakkelijkst uit de relatie ola,b) = (a-bla-b)? 
Dn 


waarin (xl y) = À xii het uit de lineaire algebra bekende 
Lm | 


inprodukt in IRÉ is. 
En Ve tad 


Mi 


la,=b,l (a,b als in 2). 
k=1 k k Ps = 
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hb. V=iR | … Plasb) = max lag DI (a, b als in 2) (maximummetriek). 
1SksSn 
Interpreteer zelf de voorbeelden 2 Elm bt voor het geval n=2. 


Indien niet anders wordt vermeld zullen we TR! steeds 
beschouwen als te zijn voorzien van de Euclidische metriek. 
9. V is een willekeurige. verzameling; p(la,a) = 0 en 

Dab) = d als a,b CE V, ab (triviale metriek). 
6. V is de verzameling van alle continue regelwaardige 


functies op een segment X = [a,bl;sp(f‚g) = max LÉCx)-glxdl . 
| XS X | 
Ziet U verband met voorbeeld U? 


7. V is de verzameling van alle begrensde reelwaardige functies 


op een deelverzameling X van IR; p(f‚g) = supl f(x)-g(x)l 
x 5 X 

(sup-metriek). | 

8, V is het deel van IR, bepaald door Xx e ve SG Ás Hla,b)e 
= [ (Ca1-bi je + (az2-b5) è (waarin A= (arsaz) belbabes): 

3. V is de verzameling van alle nxn-matrices Az=(a: ij) 
P(A,B)= max | aij -— bij |. Vergelijk met voorbeeld 4, en 
helt El oen bidens is van V op Ra | 
Bedenk andere metrieken op V5 vgl. met vb. 2 dn 
Opmerking. Bij het bewijs dat de in de voorbeelden ben 7 
genoemde p's metrieken zijn kan men gebruiken dat 
(WY F‚gh EV) (Wx EM) IEGOD-EGON & IEGOD-nGO HE) 


-hlx)l $ sup |ÉGx)-hl)l + sup |elxd-hlx)l. 
x ES X x CG X 


Ch.) Het is wellicht verrassend dat we blijkbaar (zief(k,3))van 
zoveel eigenschappen van IR geabstraheerd hebben dat aan 
de hierdoor geïnspireerde definitie (4.2) een grote 
verscheidenheid aan wiskundige objecten voldoet. Dit nu 
blijkt voor de analyse geen bezwaar, maar integendeel 
een winstpunt te zijn: het is op deze wijze mogelijk om, 
behalve IR, ook al deze (voor de analyse belangrijke ) 
objecten vanuit hetzelfde gezichtspunt te bestuderen, 

Dat dit met de nodige voorzichtigheid dient te geschieden 
blijkt al uit de gegeven voorbeelden, waarin de Her Lek 


vaak sterk afwijkt van of geen overeenkómst vertoont 











(U.5) 


(U .6) 
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met het uit de aanschouwing bekende begin afstand. 


Nog duidelijker blijkt dit uit de interpretatie, in de 


genoemde voorbeelden, van het begrip "open bol" of "bolom- 


geving!" dat we op de volgende voor de hand liggende manier 


definiëren ((V‚p) stelt steeds een metrische ruimte met metriek 
ee 
p voor): 


Definities. 
a. Een open bol resp. een gesloten bol in V is een verzameling 
{x € V | plx,a) Se} vesp. {x E Vv | plx‚a) Se}; 
hierin is a € Ven e € IR, e > 0. 
We geven de eerste verzameling aan met Blaze); 
a noemen we in beide gevallen het middelpunt. 
b. Een bolomgeving van a € V is een open bol in V met 
middelpunt a. | 
c. Een gereduceerde (ook: gepuncteerde) bolomgeving van a € V 
is een verzameling 
{x E V | plx,a) Se en x # a} 


0 
waarin € > 0; we geven deze aan met Blaze). 


Voorbeelden van bollen: 


In (H.3), 1: intervallen (= open bollen) en segmenten (= gesloten 
bollen). 


dn bad 2 Elm kh, nedr Hesp. cirkelschijven, vierkanten en 


vierkanten. 


An Alg Br Bass) {a} als e < 1 en Blaze) = V als € > 1. 


En (h.3)sb en 7: Bitte) ie de verzameling van alle functies 
in V waarvan de grafiek ligt binnen een "kromme SLEOOK 

ter hoogte Ze met de grafiek van f als "as", 

In (4,3),8: ligt a op de cirkel xev el, dan is B(aje) een 
gedeelte van een cirkelschijf. (Let hier in het bijzonder 
op de naamgeving "open!" bol). E 

In (H.3),9: B(Ase) is de verzameling van alle matrices in V 
waarvan alle matrixelementen minder dan € van die van A 
verschillen. 


en a, nrd padre «Arn B eee ol rr B ee bri ira ane he dà 





(U.7) 


(4,8) 


(U.9) 


Cu.,10) 
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Geïnspireerd door intuïtieve aanschouwing van bijv. het 
platte vlak definiëren we nu verschillende soorten punten 

en deelverzamelirngen van een metrische ruimte (V‚o). Voor 
het onthouden van de definities kan men met goed. gevolg op 
deze aanschouwing steunen, maar voor het gebruik ervan geldt 
een analogon van (u.u)! | 

Zij AC Vv. 


Definities. 
a. Een inwendig punt van A Is een p € A met de eigenschap: 
(Je > 0) Blpse) C A. 


Het inwendige int(A) van A is de verzameling der inwen- 


dige punten van A. 


kes 


Definities. 
a. Een randpunt van A is een p € V met de eigenschap: 
Ve > OMLB(pse) MA #D en B(pse) NA +0}. 


De rand fr(A) van A is de verzameling der randpunten 


|oo 


van À. 


Definitie. 
Een verdichtingspunt van A is 


a. een punt p van V met de eigenschap dat elke gereduceerde 

bolomgeving van p een punt van A bevat, | 

of b. een punt p van V met de eigenschap dat elke bolomgeving 
van p oneindig veel punten van A bevat. 

Opm. Merk op dat niet geëist wordt dat p € A. 

Bewijs van de equivalentie van a en B 

b > a: elke B(pse) bevat twee punten a en b van A, waarvan 

er minstens één, zeg b, niet p iss er volgt dat b € Bpze). 

ab: stel er Is een B(pse) die slechts eindig veel punten 


n 


Ai ares ‚a, van A bevat. Is d = min {o(psay)|1 < k < n 
0 k ‘ 
en ak * Pp}, dan is B(p;d) NA = Ó;5 tegenspraak. 





(U.11) 


(h,12) 


(H.13) 


Ch, 14) 


CB) 
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Opmerking. Volgens bovenstaande definities behoren 
randpunten en verdichtingspunten van A niet nood- 
zakelijk tot A; natuurlijk zou men de definities ZO 


kunnen wijzigen dat dit wel het geval is. 


Definitie. 

Een geïsoleerd punt van A is een punt van À dat geen 
verdichtingspunt van A is, 

Opmerking. Anders gezegd: p E A heet een geïsoleerd 
punt van A indien er een gereduceerde bolomgeving van 


p is die geen punten van A bevat. 


Definitie. A heet open indien elk punt van A inwendig 
punt van A is. | 
Opmerking. Anders gezegd: A heet open indien bij iedere 
a € A een e > 0 bestaat zó dat Blase) C A. 


Definitie. De afsluiting A van A is 
a. de vereniging van A en de verzameling der 
verdichtingspunten van A, | 
of __b. de verzameling { p € V | (Ye > 0) Blpze) N 
NAG}. 


De equivalentie van a en b volgt uit de definitie van 


„Verdichtingspunt. 


Definitie. A heet gesloten indien 

a. Á open is, 
of De, A al zijn verdichtingspunten bevat, 
OE Wa A= A. 
Bewijs van de equivalentie van a,b en c: 
ab; zij p & V vdp. van A. Uit p € Da zou volgen: 
ar A8 > 0 met Blpze) G Da, en dan zou p geen 
vdp. van A zijn; tegenspraak. Dus p € A. 
direct ùit (u.1u). 


1 
y 
LQ 


a f A. Uit A= A volgt dat p geen vdp. 
van À is; er is dus € > O0 met B(pse) DT 4 =d. 


Lo 
Y. 
V@ 
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Aangezien p £ A volgt dat B(pse) NA = Ô ofwel 
Blpse) C CA, dus p is inwendig punt van (A. 


(4,16) Opmerkingen. 


a. Men kan bewijzen dat de volgende definitie van A 
equivalent is met de onder (h.14) genoemde: c. Â 
Is de kleinste gesloten deelverzameling van V die 
A bevat. Zie de opgaven. | 

b. “Niet open! en “gesloten! zijn verschillende 
begrippen; zo is la,b) = {xE RI aSx<b} een 


nôeh open nòch gesloten deelverzameling van R. 


(H,17) Voorbeelden. 
1. Een open bol B(pje) is open in de zin van (4.13). Immers 
18 a € B (psel,- dan 45 Blas E@(psa)) CGC Blpsels voor 
XE V met plx;a) Se -p(psa) geldt. 
olxep) S plxza) + pla,p) S Ee. 
Op analoge wijze bewijst men: de in (b.5) gedefinieerde 


gesloten bol is gesloten in de zán van (4.15). 


2. Het interval (abh = ix GIR | ax bh EIk is open, 
het segment [a,b] = {x € IRI a <x Sb} C IR is gesloten. 
De punten (getallen) a en b zijn randpunten (de enige) 
en ook verdichtingspunten van zowel (a,b) als [a,b |. 

de Vs ter) CG Ed ze + y° S 1} met Euclidische metriek 
p (vgl. (H.3), vb.8). Het deel A van de cirkelschijf 
bepaald door x? + yv? Ss ls kk = Di + v? <1 
is een open deel van V. 

U, Elke deelverzameling {p}van V bestaande uit één punt Pp 
(een “singleton!") is gesloten. Immers voor elke a f p 
is Bla;pla,p)) C tp}. | 

5. In IR is elk punt vdp. van @; @ = R. 

6. Z1j A C IR naar boven begrensd. Is s=sup A, dan geldt: 
(CY e>otldaeE Alla > s-e). We concluderen: s € A 


ÖL S AS vdp. van A (niets VAENEN, 











CR,18) 


CPE 
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Is A gesloten, dan geldt s € A; is A open, dan geldt s € A; 
ga na! | 

Zij (V‚p) als in (4.3), voorbeeld Bi Zij £ © V. De 
deelverzameling A= {gEVI| (YxEX) g(x) > £(x)} 


van V is gesloten. 


Stelling. 


1.a. f en V zijn open. 


b. De vereniging van willekeurig veel open deelverzamelingen 


van V is open. 


TO 


Zijn ACV en BCV open, dan is A NB open. 


NO 
@ 


. Ô en V zijn gesloten. 


re 


De doorsnede van willekeurig veel gesloten deelverzame- 
lingen van V is gesloten. | 

Cc. Zijn ACV en BCV gesloten, dan is A U B gesloten. 
Bewijs. | 
l.a. Direct uit de definitie (4.13). 

b. Zij F de vereniging van ben eetieerie G van open deel- 
verzamelingen van Vs; zij a € F. Er is een AEG met 
a € A; A is open, dus (de > 0) B (Caze) CGC A CF. 
Er volgt dat P open iss 


0 


ZijaEAMB, Er zijn bolomgevingen Blase,) en Blaze) 
met Blaze) C A en Blase,) Be 1S- S min (ese); 


dan is Blaze) C A NB; er volgt dat A NB open is. 
2 volgt uit 1 door "overgang op complementen': 


n n 4 = | e 5 A), enz. 


Opmerkingen. 


1.Uit (4.18) volgt: de doorsnede van eindig veel open deel- 
verzamelingen van V is open; de vereniging van eindig veel 
gesloten deelverzamelingen van V is gesloten. 

2.De doorsnede van willekeurig veel open deelverzamelingen 


van:V is niet noodzakelijk open: in Ris 





(h.,21) 
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oo 


{ en Ee) = {0} ‚ een singleton. 
ed n n | 


n 


Analoog: de vereniging van willekeurig veel gesloten deel- 


verzamelingen van V is niet noodzakelijk gesloten. 


De in hi: vb.3 genoemde verzameling A “ziet er niet erg 
open uit'“: als deel van RS is A niet open (en ook niet geslo- 
ten). Ter precisering: laten GEELER en (Voo) metrische ruimten 


be Cc 
zijn met CV, 50) G (Vo); Aes V‚ V, en 


o„(a,b) 5 po, (a,b) voor alle a,b € Vo. 
Is A C Vis dan zeggen we dat A open is in ee als A open is 
als deelverzameling van (Viso) (1 = 1,2); analoog voor. 


andere predikaten. 
2 


In (4.47), vb.3: A is open in V;3A is niet open in IRS, 

We merken in dit verband op dat het begrip "complement" 
voorzichtig dient te worden gehanteerd: A is gesloten in Er » 
het complement van A in V‚: V‚ \ A, is open in V‚- Hier zou 


de schrijfwijze | À verwarring kunnen wekken. 


Van een deelverzameling A van een metrische ruimte (V‚p) maken 


we een metrische ruimte (A‚p*) door te definiëren: 


pb Ca,bì = Hla,bd voor aile a,b © A, 
op“ heet de door p op À ge Induceerde metriek. We zullen A steeds 
op deze wijze als metrische ruimte interpreteren. 


Merk op dat een bol in A de doorsnede van een bol in V met A is. 


DEELS. | 
a. X CG A is open in A Ser is WG V , W open in V, met 
WMA =zX, 
b. X C A is gesloten in A Ser is WC V , W gesloten Lr Ve 
met WMA = X, | 
Bewijs: a * : stel W open in Ue NMA r en te es sh net 
Blpse) GC W. Dan is B*(pse) = B(pie) NAC X, dus X is open in A. 





(H.23) 


(CH. 2U) 





ABANII, 27 


Stel X is open in A. Bij elke p EX is er En > 0 
met B KBR B(P;er) AEX, Noem 
_W = U B(Psen)s 
PE X 
W is open in V, en 


WNA == U [B(Pse,) NA] = U BT (Psep)=X, 
Pe X% PE X 


Bi uit a door overgang op complementen: voor elke X C A 
en WC V geldt | 
| WMOAE=AN Xe (Vv\ WNA =xX. 


Ga na! 


Voorbeeld. Zij A de cirkelschijf in PR gegeven door 
Heves 
À is niet open in RS, maar wel In het xy-vlak: A is de 


doorsnede van de open eenheidsbol met dit vlak, 


Opmerking. De collectie van alle open deelverzamelingen 
van een metrische ruimte (V‚p) noemt men een topologie 
op V. 

In het algemeen kan men een verzameling op meer dan één 
manier tot een metrische ruimte maken, d.w.z. van een 
metriek voorzien; de bijbehorende topologieën behoeven 
niet dezelfde te zijn. Bijvoorbeeld: voorzie R van de 


Euclidische metriek, met bijbehorende topologie T en 


> 
van de triviale metriek, met bijbehorende tn ee T. 
Voor een singleton {a} geldt: {a} & T,» maar {a} € T, 
(ga na). De in deze paragraaf behandelde begrippen (en 
de daarop betrekking hebbende stellingen en bewijzen) 
kunnen vaak in termen van open verzamelingen, dus van 


de topologie, worden geformuleerd; men noemt ze daarom 


topologische begrippen. Bijvoorbeeld: p Ìs vdp. van 


A S elke open deelverzameling van V die p bevat, bevat 


een van p verschillend punt van A. 








(5.1) 


Cad) 
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Verdergaande abstractie leidt tot het begrip topologische 
ruimte, d.i. een paar (V‚T) waarin V een verzameling is, 

en T een collectie deelverzamelingen (die open worden 

genoemd) van V die de onder (4.18), 1 genoemde eigenschappen 
heeft. Wij zullen ons (voorlopig) beperken tot het onderzoek 
van metrische ruimten (anders gezegd: tot topologische ruimten 


waarin de topologie door een metriek wordt geïnduceerd). 


5 5. Convergentie en continuiteit. 


Voor het definiëren en bestuderen van begrippen als "limiet', 
Weonvergentie! en “continuïteit! in RF, die we in de Inf. 
tegenkwamen, blijkt het voldoende van IR* slechts de metrische 
structuur te beschouwen en van de andere eigenschappen ervan te 
abstraheren. We komen er zo toe genoemde begrippen voor metrische 
ruimten te definiëren (voor de fijnproevers: we kunnen dit zelfs 
voor topologische ruimten doen). ‘ 

(V‚p) is een metrische ruimte; in plaats van (V‚p) schrijven 


we ook wel V. 


Definities. 
a.Een rij in V is een afbeelding a : NV. In plaats van a 
schrijven we ook (a). 


b.Z1ij bEV. Een rij a in V heet convergent met limiet b, in 


formule: lama =b of a. > Bs 
noo oe 
Indien lim pla „b)=0 (d.w.z.: indien 
a n 


(V e > OAN EN) (Yn 2 N) p (a,b) Eg 


merk op dat YS ee! een equivalente uitspraak levert). 
Pp q P | 


Belangrijke voorbeelden, (5.2) t/m (5.4): 


Voor de in (4.3), voorbeelden 2 


2,3 en hk (en ook 1) genoemde” 
metrieken op Rr geldt: er is c > 0 zó dat | 
| 5e < € S C Ben Ì . 
( Vk) La, D! pla,b) S c max la, de) 


IS k& n 





(5,3) 
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A en Aa RE ea bh > bj (n >) in IR. 


Hierbij hebben we ter voorkoming van verwarring geschreven 


am) LaBeVe as verder is a ne 5 


Be MOL: 


= (by sbosesesb). 


. e Ti ë s die ë 
In woorden: convergentie in IR 1S equivalent met coôrdi- 
naatsgewijze convergentie, 


Zij X een verzameling, V een verzameling van begrensde func- 
ties X * IRlvel, (H,3),;vb.6 en 7), voorzien van de sup-metriek: 


o(f,‚g) = sup | F(x)-glx)|. 
| x 5 X 


sup | f(x) - g(x)|S e is equivalent met: (Yx € Of) - glx) S 
x EX 


We concluderen: £_ > f(in V) betekent: 
(We > OMAN ENH n > N (xe ENE s LOOS ECE), 


Men zegt ook: {E_) convergeert naar f uniform (gelijkmatig) 


op X; men spreekt daarom wel van de uniforme metriek op V. 
Een verwisseling van de kwantoren in (*) levert 

(Yx E X)(Ye > OAN EN) (yn> OE AR em ESE (tj, 
Kn drukt uit dat voor elke x € X de rij reële getallen 
(É_ (x)) convergent is, met limiet f(x); men zegt in dit 
ee 
{E_) convergeert naar f puntsgewijs op X. 
Uit uniforme convergentie van CE_) naar f volgt puntsgewijze 
convergentie van (É_) naar f: 
het omgekeerde is niet waar, zoals uit het volgende voorbeeld 
BlTiet: 


1 Li . zn . 
5 , = . 6 s 
X TR Ë_(x) Te Voor alle x BR 48 RE Ds 


maar (E) convergeert niet uniform naar O0, immers 
NX ' 


sup | f(x) - 0 | = sup TIETT = } ( ga na). 
ce E ® n he deer 


Maak zelf een schets van de grafiek van Ee 





(5.U) 


(5.5) 


(5.6) 


Eed 


(5.8) 


(5d) 
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da Oeds ale di Oke be Be Hi dart od beutist me 


lim zn se LAA he Pie (n > eo), 


(n) 


Hierin 18 Bi = (Cass J.B =(b,-). In woorden: convergentie 


dh 1) 


van matrices in de maximummetriek 18 equivalent met ele= 
mentsgewijze convergentie, 


Merk op dat voor een willekeurige metrische ruimte V de som 
en het produkt van twee rijen niet gedefinieerd zijn, zelfs 
niet als V deelverzameling is van een verzameling waarop 

een additieve of multiplicatieve structuur bestaat. Beschouw 
bijvoorbeeld V = [0,1] C R.:Op Ris een optelling gedefi- 
nieerd; kiezen we a=} € V en b=ì € V,‚, dan geldt niet 

a+b € V. 


Definities. 

a. AG V heet begrensd indien er een B(pse)(met p € V) is 
met A C B(pze). 

bs: Een wij (a) in V heet begrensd indien (a, |_n EN} 
begrensd is (in V). 


Stelling. Een convergente rij is begrensd. 


. : . ze n E N d E „ . _ 
Bewijs Ee Db; er 1s NEN zó dat voor alle n > N 
geldt ola ‚b) Ss Nú de fa, Lt HEN G BChie) met 


E > max Lola, ,b), plajsb),;...s oCab),1}. 


Stelling.a € V is verdiehtingspunt van ACV >er is een r1j 


(a, ) An A met limiet a. 


 Bautie: kies in elke B „(asà) een a, & Aln SIN); vel. €4,10, 


Opmerking. Het omgekeerde van stelling (5.8) is niet juist; 
ga dit met behulp van een voorbeeld in R na. | ek 


Laten (V‚o,) en CW‚0) metrische ruimten zijn. 





An 


(5.10) Definitie. zn: E V een verdichtingspunt van Vv, D E W, ij Ee. 

een gereduceerde bolomgeving van a, en f een afbeeïding 
| U > W. Ee Wi ‘ EE EE | en | | | 
ie et n gn Mn B FCH) B el Es od | 
| ES har ede d | | ‚ 

betekent: (Ve > 0H8 >o) £(Bla; SC B(b; Ee). Dat wil 

_ zeggen: bij’ ‘elke Ee > 07 is er een ê > 0 zó dat voor alle 
x E V met 0 < p4 (x, a) < ô geldt p,lfG), bj S €. 


De limiet b is eenduidig DR zie de opgaven. 


(5.11) Definitie. Zij E een afbeelding Vv > W,aE€ V. f heet 

continu in a als | | 
a. (Ve > 0)(J8 > 0) £(B(a; Oe Bilan 
of D. ‘voor. iedere Pij (an ) Oi met an > a geldt: 
f(a, Jr fla). 

Bewijs van len Sauivalent ie van a en b: Í 
ab: zij Ee > 0; er is & >0 zó dat f(B(a;8))C B(f(a); os 
Zij NEN zó dat voor alle n > _N geldt: a, E Bla;ö); voor 
n 2 N- geldt fla, ) € B(f(a); e) dus plf(a, ), fla)) < €. 


ba: veronderstel: dat het eee a nne niet juist is. 











Dan iser 6. 2-0 zó dat Cneem. 8=5) voor alle n Ee N er seen 
a, Ee Bla; 5) lS met (f(a), f(a, ) > ee; echter ïs pla, ‚a) < L 


Te 


dus a, ” as tegenspraak. 


le 12) opmerkingen. 


1. Tussen de begrippen "limiet" en "continu" bestaat het 





volgende verband. Zij a € V een verdichtingspunt van V, 


dan geldt: lim f(x) = fla) * f is continu in a. Bovendien 
koe X ij a Zet ) $ al: 
Been dan: lim f(x) =b de Adeslding B, gedefinieerd d 
8 ka | | | 
door B) z= f(x) als X a, en sa = b, is eontiriu in as 
Ga na. 


Dn Volgens de definitie (5: 11) 1s elke f: ha W continu 
in elk geïsoleerd punt van V. Ga na. 


— 








Md 
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5 13) Stelling. De samenstelling van twee continue afbeeldingen 
is continu. Dat wil zeggen:- 18 Xp) een derde metrische 
rüimte, ‘is £:V > W continu in a € Ven is g:W > X eontinu ie 
n in f(a), dan is g 0 Er VX continu in a. vg 
| Bewijs: zij € > 0; er is 8, zó dat g(B(f(a)s Ö, dk C Bstf Cad); Bleus 
Er is 8 > 0 zó dat f(B(a; 0) C B(f(a);ö. 1Ìs dus | | 
| @ ° £) (Blas SO) EB (aca); Ee). 


(5.14) Definitie. Er V > Wis continu als 

| a. f. continu is in elke p € V, 
of Da voor iedere open A C wW, £ (A) open is (Gin v). 
Bewijs van de, equivalentie En a enb: | ‘ 
der Zij 4 open; zij Pp e FÎ CA dus f(p) € A. A is open, — 
dus er is B (ED); Ee) C A; volgens (5. 1iy, a is er & > 0 | 
met ER C B(f(p); e). Er volgt dat Blp;8) C ECA), 

EA) is open. Bs 8 | B 

b "a | zij pEven zi) € >0. B (f(p)se) is open, 





dus E BEEP); Ee) (diep bevat) is open: er is B(p#ê) C 

c gÎ (B(E(p) 5e) ofwel en | 
Ê(B(p;8)) C B(E(p); €). 

Opmerking. Men gaat gemakkelijk na “dat de volgende deffnitie 
equivalent is met a en b Lee, El. SW 15 eontinu indiens, 


voor iedere gesloten Bk W, EE CA) gesloten is (in V). 


(5.15) Definitie. Zij ACV. £:V > W heet continu in A (ook: op A) 

ALB f | A : A > Weontinu is, | n | 
Hierbij is A voorzien van de geïnduceerde metriek (zie Chet 
terwijl f | A de restrictie van f tot A is, gedefinieerd 
door (£ | A)G) = fG)(x E A). 


(5.16) Ga na: ED ern | | 
ds Als f : V > W eontinu is, dan is. f. continu in elke 
lee A. En EER Be | 
Zot PEN, dan is elke f: V > W eontinu in {p} (gebruik 
(5. 15) en (5. 12), Bj. Maak onderscheid tussen het element 


p van v en de deelverzameling {p} van Vi 
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(5.17) Voorbeelden. Zij (V‚p) een metrische ruimte. 
1. Zij f een afbeelding V > IRÌ. We start Felf, de 


a) 
| | Ee 2 nn 
hetgeen betekent dat f(a) = CE, (a),f,(a), ierk Cada E V); 
elke Bek is een funktie V > IR. En in €52) blijkt: 


lim F(x) = b® (Vk) Lim fx) = b 
Xx >a | Md K 


en dus ooki. fis continu > alle f zijn continu. 








2. Noem de in (4. 3), vb. 9 ingevoerde matrixruimte M(n‚n). 





Ha een afbeelding V > M(n ‚n)5 we schrijven f-= (É, gh Rt 
hetgeen betekent dat f(a) = (fla) (a EE V). 
| Naar analogie van vb. 1'geldt: | 


lim f(x) = B ® Wi, lim f£;:G) = b; 
Xx > a | DX > a J LJ 





en dus ook: BE continu > alle Eis zijn continu. 





(5.18) Opmerking. De begrippen "limiet", “eonvergent!" en “eontinu" 
Zn topologische begrippen (vgl. (ZEN, | 





(5.19) Voor de fijnproevers 


In: (5,103 e.v: bestudeerden we limieten van Ebens 





tussen ER ruimten. Een rij In een metrische ruimte | À 
V is ook als afbeelding tussen metrische’ ruimten te definië- 
ren, namelijk als afbeelding IN > V waarin N voorzien 

is van de door IR geïnduceerde (de "rratuurlijke") 8 eden 
metriek; daarbij is echter het enige voor rijen interessante 


limietgeval in IN, namelijk lm: As 
n >» oo 


niet als in (5.10) te interpreteren. Die interpretatie is 





wel als volgt mogelijk: | 
Beschouw de verzameling IN*, bestaande uit Nen het symbool 
+ oo ; voorzie N* van een metriek als volgt: definieer 


voor n # + eo , m#+ oe; 


plm,n) = oln;m) = J Nn m En Ee | oe 
| 0 als m=n 
en verder p(+oe,m)= p (m , +eo) == als m # +eo, p(+ee,+oo)=0 


(ga na dat dit een metriek is!). Ga na dat een bolomgeving 
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van +ee in IN* een verzameling {n EN*I n= MN ies waarin 
_N Ee IN; hierbij zetten we de lineaire ordening op IN voort 
tot IN* door te definiëren: voor, alle n € Nis n <+eo, 

Nu geldt: Lim Ee b (volgens {5e 1)) *. lim a = bin iN* 


: nee, | _n > +oo 
(volgens (5. 10) | | 
Op analoge wijze Kadan en we zinnen ala 4 Lim EGO EA" en 
He #69 
NM lim El) = 4 "(voor Functies £:IR> IR) definiëren in termen 


seen 
van metrische ruimten. Beschouw daartoe de verzamel hg ITs 
bestaande uit IR en de symbolen + en en me t lineaire ordening 
(+ <a < +eo voor alle a E IR). Voorzie R* als volgt van een 
metriek: definiger $ : IR“ > IR door b(-o) = -1, bte) = +1, 

| 5 | 





als Xx S IR > 0 





| xÄ+1 8 

TET als KSB <0 Ì 

WM end en ts / 

ò is continu en strikt monotoon stijgend, en lim (lx) = 1, 
be dm PX) Pe mk, Definieer vervolgens plaa) = 0 Si ES 
| | ĳ 
pla,b) = p(b,a) = bb) - bla) als a; ‚b E IRS B > a. Ga na dat p een  … | 


metriek op R* is (er zijn nog vele ‘andere mogelijkheden; probeer 
zelf d(lx)=aretan x). Wat zijn de bolomgevingen van -o en +oo ? 
Elke afbeelding f : IR IR kunnen we interpreteren als 

een afbeelding R> R*, waarbij IR als gereduceerde bolomgeving 

van oe (in IR *) wordt beschouwd: R= {xEIR*| 0 Á olx‚-e) < 2}. 
De bovengenoemde limieten kunnen nu als limiet 

in de zin van (5.10) worden geïnterpreteerd door V=WE=jR* te nemen. 
In het zojuist besprokene Ls iets van de unificerende tendens 
(zoveel mogelijk "alles onder één noemer brengen") in de tegen- 

woordige wiskunde naar voren gekomen, die nauw verwant is aan 

de tendens tot abstractie en die er (mede) oorzaak van is dat de 

wiskunde niet in gelijke mate onoverzichtelijk is geworden als 
zij in omvang is toegenomen. Beide tendensen zijn een-gevolg 

van het gebruik van wat men vroeger "de axiomatische methode" 


noemde; deze methode is zo ingeburgerd in de wiskunde dat men. 


haar nu nauwelijks met een afzonderlijke naam aangeeft. 





U, 





1. 


3. Laten p, en Pp, metrieken zijn op V. 
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Opgaven: 

(V‚o) is een metrische ruimte … Bewijs: | 

(i) Voor alle a,b, ‚e e V geldt lola,b) - bt: eN Pasen. 

“ (ii) Voor alle a,b.e,d € V geldt|ola,b) - bie, ‚d)| S pla,e) + 
| + o(b,d). 


2. (V‚p) is een metrische ruimte; d : v KV IR, 26 gedefinieerd. 
„door ERR EL Bewijs dat kai metriek is op V. 


nn 


(1) Bewijs dat d : V xv IR, gedefinieerd door 
d(x,y) = max(p, (x,y), pa (x,y)) een metriek op V is. 


(ii) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat f : V Xx V > IR, 


gedefinieerd door £Cx,y) = min(alx,y),o, (x,y)) niet AE 
een metriek op Vv is. 


heus dat op Cofa, b] door ESE) = j1sG0 — ie een metriek 


p gedefinieerd wordt (gebruik opgave "7, 8). 


| ‘ | „b_ bind 
5% Bewijs dat door (fg) = f flx)glxdldx een inprodukt op de lineaire 











6. 


1e 1m 


| | a 
ruimte COla,bl wordt gedefinieerd 5 


Leid hieruit af dat door p(f,‚g) = (S |£(x) - g(x) |tdx}? een metriek 
Ö à _ : 


p op C*[la,bl wordt gedefinieerd. 


V is een verzameling en po : V x V > IR is een afbeelding met de 


eigenschappen: 


a. plx,y) = 0 x = y 


b. p(lz,x) S p(x,y) + p(y,z) voor alle x,y,z E V 
Bewijs dat (V‚p) een metrische ruimte is. 


= 


e definieren p : Zx7Z-> IR door: 
voor alle x € Z is px, xXx) = 0 p | 
voor alle x,y € 7 met XxX # y is ov) = in waarbij k het 


aantal factoren 2 in |x-yl is: 
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k is het eenduidig bepsdde. niet- negatieve seheilie getal waarvoor 
er een m E IN is met | x= yl =_m e en g.g.d. 2m) =Âs 


Bewijs dat p een metriek op Z 2 


“Laat V voorzien zijn, van de triviale metriek. 
Bewijs: | | | en | 
(i) iedere aem van V is open. 
(11) iedere deelverzameling van V is gesloten. 
(iii) V bevat geen ennen aan 

ge 
Zij A= {xe mx? S 2}. Bewijs: 


AN @Q is open en gesloten in Q maar noch open noch Been in IR. 


V is een metrische” Puimte; À cv. | | 
L is de collectie van alle open deeivensmelkneon van V die bevat 
zijn in Ar 5 = (LL C A en Lis gant: | 
| Bewijs: he 
(i) int (A) is open 
(ii) ACB > int(A) n int(B) 
(iii) A is open ® A = int(A) E | _ 
(iv) LEL=LC int(A) Ket en Ee 
(v) _ int(A) € £ | | | | | 
(vi) int(A) is de grootste open deelverzameling van V die bevat nap 
| “is in A. ee Ee | 
(vii) int(A) = Ur 

LEL 
V is een metrische ruimtes A GV. ne 
£ is de collectie van alle gesloten deelverzamelingen van V die 
A omvatten: £ = {LJA C L C Ven L is gesloten}. 


Bewijs: 

(i) A is gesloten 

(ii) ACB=ACB 

(iii) LELACL 

(iv) AEL Ee | 

(v) A is de kleinste gesloten deelverzameling van V die A omvat 
(vi) A= NL Ì | | | | 


LEL 





13. 








iu, 


En 15. 


16. 





12; 
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Bewijs: 
Ci) Ae int (a) en int(A). - {ar 
CIA). frl) = A\ int (A) s:Â A Dh | 
(iii) A= int(A) U fr(A) = A U fr(A)- 
(iv) int(A) = A\fr(A) % 
(v) _ fr(A) is gesloten 
Bewijs: 
(i) een vdp. van A dat niet tot ge behoort is een randpunt van A 
(ii) een vdp. van A dat geen inwendig punt van A is, is een rand- 
punt van A ‚ ‘ | 
(lii) een randpunt van A dat niet tot A behoort! is een vdp. van A 
(iv) een randpunt van A dat geen vdp. is van A is een geïsoleerd 
punt van A | | | | 
Cv) de afsluiting van A is de vereniging van de verzameling der 
| vdp. van A en die der geïsoleerde punten van A | 
Bewijs: | | | es | ie 
(i) P is geen vdp. van A « Ge > 0) B(lpie) NA C {p} | 
(ii) p is geïsoleerd punt van Ae (Je > 0) B(pie) AA = {p} 
Bewijs: 


p is vdp. van A & iedere open deelverzameling van V, die p bevat, 


bevat een van p verschillend punt van A. 


413 V = {Xx E R|O SS RSV x=" 2}. We vatten V op als metrische 
ruimte met de door. IR geïnduceerde metriek. Geef voorbeelden van 


deelverzamelingen A van V waaruit blijkt da de volgende uitspraken 


onjuist zijn: 


(i) een inwendig Ba van A is een vdp. van A 

(ii) een geïsoleerd punt van A is een randpunt van A 

(iii) een vdp. van. A is een randpunt van Á | 

(iv) een randpunt van A is een geïsoleerd punt van À 

| Laat zien dat ook de volgende uitspraken onjuist zijn: 
(v) Fr(B(pze)) z= {x E Vlolx,p) = €} | 
(vi) Blpse) = {xE Vlolx,p) Se} 











is 


18. 


49* 


_ABANII,38 


V is een metrische ruimte; a,b € V. 


Bewijs: {xlp(x,a) = p(x,b)} is éen gesloten verzameling. 


V is een metrische ruimte; A,B C V. 


Bewijs: 


(ii) AUB=AUB 
(ii) ANABGCAN 


B; de omgekeerde inclusie is niet juist voor Dn 
alle A,B C Vv. | | 


(äii) int(A NB) = int(A) N int(B). 


(iv) int(A U B) > int(A) U int(B); de omgekeerde inclusie is 
niet juist voor alle A,B C V. B | | 


V is een metrische Puimte; A, BC V. 


Bewijs: 


Ed. ERO EA) 


(di) Frlint(A)) C'fr(A) 


20. 


21. 


Bewijs: EN | 
(1) A is open in V => A is open in B 


(iii) fr(A UB) C fr(A) U Fr(B) | | 
(iv) in (i), (ii) en (iii) zijn de omgekeerde inclusiet niet utst 

_ voor alle A‚B CV. ha: | | 
(v) ANBez=ófr(A Vo) teh) U tete) 


J 


Voor debts nnen Ä, B: van een metrische ruimte (V,p) der tateent. 


men B afstand ad door d(A,B) ne ox); is A een singleton {a} 


__ xEA 
yEB 7 


“äâr schrijft men gewoonlijk d(a, B) Lu. Nn B). 


(ij) Bewijs: als A gesloten is en a &A dan is d(a,A) > 0. 


(ii) Geef een voorbeeld van twee Ee verzamelingen met Af 


stand nul. 


(ii) Geef een voorbeeld van gesloten verzamelingen A en B zó date 


er geen x € A en y EB zijn met d(A,B) = p(x,y). 

Aanw. zoek geschikte niet begrensde deelverzamelingen van 
2 

UR 


V is een metrische ruimte; A C B EN 





dd 


24, 








26. 








23. 


_ Ga na: 


25. 


ABANII,39 


| (ii) A is open in B en B is open in V > A is open in V 


(ii) A is gesloten in V > A is gesloten in B 
(iv) A is gesloten in B en B is gesloten in .V => A is gesloten 


in V 


Zij A= {xe Rx e À en n Ee IN} 


Ga na of A open is in (o, 1], gesloten is in (o Ans. open, is in. 


_[0, 47 gesloten is Lr [0O, 1]. 


Voor Ene deelverzameling A van IR geldt A n Z is open in: Z 


Bewijs dit. 
de, | L 
In un Euclidische metriek beschouwen we de deelverzamelingen 
NE LY) [xt + Sje > u} | 
A == {(x,y)fxi+ yt < 1} 
As = {Oy)[1 < x24 ys 6} 
As = IR?\A,’ 


De op A; geïnduceerde metriek geven we aan met p; 


Geef alat in een tekening aan welke punten aen tot 
B((2,0)52) in (A, sp); | | 
B((2,0)52) in (A4 ,o4); EO | | 5 

B((1,0)52) in (As ,pi). 4 | 


A, is open in A4» maar niet open in IR?; 


A, is gesloten in A4, maar niet gesloten in IR? 


De in Ch, 5 voorbeeld 2, 8. en Lj gedefinieerde metrieken geven alle 


dezelfde topologie op ER“, Bewijs dE 


(1) Zij Ve GE, Ei voorzien van de maximum-metriek (zie (4.3) 
voorb. 6). Bewijs dat A= {EE VIf(OL S= OL gesloten is. 

(ii) Zij V = C®[-1,1], voorzien van de in opgave ht gedefinieerde 
metriek. | | En | | 


Bewijs dat A = {f € VIECO) = 03 niet. bean 1s (aanwijzing: 


À bevat de constante Funkties). 
Moraal : de bij deze metrieken behovende topologieën. ZLD 


verschillend. 
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Zij V = C°[a,‚b] , voorzien van de maximum-metriek (zie (4.3) 
voorb. 8). De afbeelding Ò : Va IR is gegeven door 
PF) = ff) dx. | ee | 


Ì a 5 in Es, 
Bewijs dat & continu is. 


V is een metrische ruimte; a e V. | n 
Bewijs dat £ : V > IR, gedefinieerd door EG) = pla,x), continu 


is. 


(V‚p) is een metrische ruimte. 
(í) Bewijs dat d ‚ gedefinieerd door d((x; 9% dslyy 5Yad) = 

= px 51) + ping svod veen nêtriëk Zp V x Vs vgl. (4.3) 

voorbeeld Ir n a A, | | 
(ii) Bewijs dat met Dae metriek. op Vv x V geldt: 

op: V xV > IR is continu (gebruik opgave 1 (ii). 


V is een metrische ruimte; Pp G v; e > 0. 


Bewijs: {x[plx‚p) < e} is een gesloten verzameling die Bp Te 
bevat; vgl. opgave 16 (vi). 


Laat Z voorzien zijn van de in opgave 7 gedefinieerde metriek. 
Bewijs dat in deze metriek geldt 
lim (A24 ot ge as 


_n>ovoo 


« 


V en W zijn metrische ruimten. Bewijs: | | 
ff: V > Ĳ is continu dan en slechts dan als, voor iedere gesloten 
Ac W, E Ean gesloten is in V. 





V en W zijn metrische ruimten. Van de afbeeldingen f : V > W en 
Eg: WV is gegeven dat (f£ oe g)(x) = Xx voor alle x EW. Bewijs: 
(1) f is surjectief en. 5 is injectief. A 

(ii) voor alle % CW ie F CX) NA gw) = ZX) 

(iii) als voor iedere open deelverzameling X GC W ede dat g(X) 


open is in V dan is Á continu dn gw). 
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34, V en W zijn metrische ruimten, ae V is een verdichtingspunt 
van V en f is een afbeelding V > W. 


Bewijs: er is hoogstens één b EW met lim f(x) = b. 
| Ba } ee | 


35. Gegeven de Betehdeh ruimten U, Vs W en de afbeeldingen | 
£ : U > V en 8 gi W. Zij a een Kap van U,b een vdp. van 
V, lim f(x) = b en lim glx) = ec. i 
KE en 3 B Eb kee 
Bewijs: ú | 
(id) als er een 8 > 0 is zó dat B & echeaso)) dan is 


lim (g o £) 9) = Ce 

_____ _x>a | 

(ii) als g continu is in b dan is 
lim (go £)(x) = gllim f(x)) = c 
a Een —__x>a 6 





| | rh Ja 
36. De funkties fj : IR > IR zijn gegeven door fj (x) = 





1+nx? | 
(ij) Bewijs dat. CE ) puntsgewijs naar een funktie f : IR —> IR 


it: 





convergeert. 


(ii) Bewijs dat (£‚) op dn naar f convergeert. 


37. De funkties f‚ : [0,1] > IR zijn gegeven door ‘f_(x) 





= XA). 
Bewijs dat (Én) op [0,1] uniform naar O0 convergeert. 
38. De funkties fn : [o, 1] > IR zijn gêgeven door f, (Gx) en Rie 





Bewijs dak ALs ) op [0,1] puntsgewijs maar niet uniform naar 0 
convergeert. 


39. Bij de funktie f : IR > IR beschouwen we de verzameling 
A= {xe IR | f(x) # 0}. | 
Gegeven is: A *, 0 & A en A is begrensd. 


De funkties Sas. tr en. U. zijn gedefinieerd door S ce = fixtn), 
tnl) = £C5) en unlx) = f(nx). | | 
Bewijs: 


Ci) De rijen (s,), Ct) en (u) convergeren puntsgewijs naar 0. 


(ii) De eijen- Cs), CE) en Cu,) convergeren niet uniform naar 0. 
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66, Volledi metrische ruimten. 


Definitie. Een cauchy-rij (of banden in een metrische 
ruimte (V‚p) is een rij (ap) in V met de eigenschap: 

(Ve > ONIN E IN) (Yn,m > Nolansan TGE 
of, hiermee equivalent: 

(We > OMN E IN) (vn > (Vp > Oolanspsan) < Es 
Stelling. Een worn rij is een Cauchy-rij. 
„Bewijs: zij lim an = b in een metrische ruïmte (V‚o), en zij 
Ee > 0. Er is®Ne IN zó dat voor alle n > N geldt: pla ‚b) < Je. 
Voor ie ns m >_N geldt nu Rs pan DD) + plamsb) Se. 


Stelling. “Eet: cauchy- ei 45 begrensd. 

Bewijs: zij (an) een Cauchy-rij in een metrische ruimte (V‚o). 

Er is NE IN zó dat voor alle n >_N geldt: oCansan) < 1. Dus is 
Cann E IN } C EE 


Definitie. Ken tatdarsens watehe (Voo) heet volledig (of compleet) 





als iedere Cauchy-rij in V convergent 15. | ef 
Opmerkingen. | ES j | | 
k Volledige metrische ruimten elken voor de toepassingen be= 


langrijke eigenschappen; U treft er ‘in deze paragraaf enige van 
aan. | 
2. Volledigheid van een metrische ruimte stelt ons in staat te 


bewijzen dat een rij convergent is zonder de limiet te kennen. 


| wo 
@ 


“Cauchy-rij" en "volledig" zijn geen topologische begrippen: 
ze kunnen niet worden geformuleerd uitsluitend in termen van 
open verzamelingen. Er bestaat dan ook geen analogon. van in 


willekeurige ‘topologische ruimten. 


Voorbeelden. | 
Q is niet volledig: er is een rij rationale getallen die in 


IR convergeert naar /2. 














Iwo IN 
@ 


|E 


In 
« 


(6.7) 


die van f: we concluderen dat f E Vv. 


en dus: (Vn > Nolf ,‚f, ) Se. Hieruit volgt het gestelde. 
Opmerking. In woorden: een uniforme Cauchy-rij begrensde 
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IR is volledig (limietstelling van Cauchy''). 


. RP is volledig voor elk van de in (4.3) genoemde metrieken: 


Uit plaln), am) 68 volgt: (Y Jae | A 


a{n) 


Se (vel. (52). 
een Cauchy-rij in R', dan is dus, voor alle k, ban 
een Cauchy- rij in IR 2 noem de limiet hiervan ar Volgens (5. El 


(n) 


geldt nu a kaf in RP, met a= (ais ,a2 ;. Rad: 


Analoog : m.b. v. (5.4) bewijst men dat de matrixruimte M(n‚n) 
(zie (5, 17), vb. 2} volledig i | 
Zij X een verzameling, V de verzameling van alle begrensde 
functies X ER (vgl. (5. 3)), aans van de sup-metriek. 
V is volledig: is (É,) een Cauchy-rij in V, dan volgt uit 
(Vx EXEN) -— d 0) | < p(£, Ei 
dat, voor elke. x EX, de rij (En 6) convergent is; noem de 
limiet £G). | | | 
We bewijzen eerst dat de hierdoor gedefinieerde functie | 
EE % MIR begrensd is; er is NE IN zò dat voor alle n > N 
geldt | | n | | 
(vx E OE) — ENGS EEn at 
limietovergang n > in IR levert: (Wx) | EC) - fyGOl Ss 1 da 
(WadlfGO)l < Leno + 1. Uit de begrensdheid van fy volgt 


Tenslotte bewijzen we dat f‚, > f in V:-bij elke e > 0 is er 

NE IN zó dat voor alle .n > N en alle Pp > 0 geldt 

(xe KE (0) - £QOOL Se; | 0 
limietovergang p Ea Cin R) levert: (Vx E XFX) - £ nel Se 


functies convergeert uniform naar een begrensde limiet (-functie). 


stelling. Een gesloten deel van een volledige metrische ruimte 
is volledig. | | | 

Bewijs: zij (V‚p) volledig, A C V gesloten, (an) een Cauchy-rij 
in A; (an) is ook een Cauchy-rij in V en heeft dus een limiet, 


zeg a. We zijn klaar als we bewijzen dat a € A, Welnu, bestaat 





lanln € IN} uit eindig veel elementen, dan’ (dn) (a = an) (ga na), 
dus dan geldt a € A; 
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1S {alan E IN} niet eindig, dan is a vdp. van A (ga na), en 


dan volgt a € A uit de geslotenheid van A. 


(6.8) Voorbeelden. | . | 
„ Uit de volledigheid van IR volgt die van elk segment asbl. 
Uit de volledigheid van RP volgt die van elk blok 


[a,sbi]l *x[az,ba]l Xx … ox ansbl (zie de opgaven). 


1 
2 


(6.9) Een eerste voor de toepassingen belangrijke steensehan van vol- 
| ledige metrische ruimten komt tot, uiting in de volgende stelling. 
Laten iser: en CW ‚pa ) metrische ruimten zijn, a € V een verdich- 
tingspunt en Vs Uv een gereduceerde bolomgeving. van a, en f een 
afbeelding U > W. | de | | 
Stelling. Climiet&teTling van Cauchy). Is W volledig, dan geldt: 
Ee f(x) bestäat * voor'elke e > 0.is er een gereduceerde om- 
Setine B(a; 8) van a zó dat voor alle x;y € Bla; 8) geldt: 
pa (FGO), £Cy)) En En 
Bewijs: ie pr EE 
>: zij lim EG) EP en zij e > 0. Er is een B(a38) zó dat voor 
älle X e ba; 8) geldt: 02 (EC) ‚D) SE. Voor alle x,y € Bla; 8) is 
nu 02 (f(x),f(y)) < p, (ÉG); P) + 0, (f(y),P) Se. | n 
«: we bewijzen eerst: er is DP € W zó dat voor alle rijen (an) in 
V met an # a voor alle n € IN en met limiet a de rij Ean 
convergeert naar Pp. Zij @n) zo'n rij. Zij es 0 en ij & > 0 
zó dat (Vx‚y n Bla; 8)) oa (ECH), £(y)) <e. Er is N zó dat 
(Vn > Nan E€E Bla; 8) Voor alle n‚m > N is dus p,(flan),;flam) < es; 
er volgt dat (laad) een Cauchy-rijiss; die wegens de volledig- 
„heid van W een limiet, zeg Pp, heeft. | 
Is (bn) een tweede rij in V met bn # a voor alle n € IN en met 
limiet a, dan heeft. (f(bn)) ook een limiet, zeg m. Er is N ZÔ ez 
dat (Vn > No, (Flan), p):< € ‘én BELECbad, m) < e Én p, (flan), 
| f(bn)) < Ee; er volgt dat voor n > N geldt 
pz (Psm) S ps (P‚fClan)) + 02 Flan), f(bn)) + sc tetbedee 3e. 
Aangezien € ed is volgt dat p,(P;m) = 0, dus P = m. 














Kanes 


Stelling. Ïs W volledig, dan geldt: lim f(x) bestaat * voor elke 

















preteren, dat 6, 10) een RAe geval” is van (6. de 


(6.11) 


ABANII,45 


Veronderstel nu dat niet geldt lim LF) = p. Dan geldt: 


_x>a 
de > 0) (vs > 0) £(B(as 5)) L Blpse). | 
Kies bij deze € Hd A ds we ‚coneluderen dat er een rij Can) 


bestaat met 0 < p‚ (a, an) <& (dus an * a en an # a voor alle 


n € bn pa (psfland) ed das edn Tegenspraak. 


We nemen V = „IR: Van (6. 9) bestaat het volgende analogon voor 
functies f : IR > W: 


e > 0 is er een P. € IR zó dat voor afie” > Pp, YyY >p geldt 
p2 (f(x) FCI: ns € ‘ 


| Se uitspraak betref fende het bestaan van lim EO 
X 00 


Het bewijs van deze stelling kan worden gegeven overeenkotiatig: 


het bewijs van (6. 9). De fijnproevers doen het anders: ze mer 


ken op, door Woo!! resp. Woot! in IR* (vgl. (5.19)) te inter- 


u 


Toepassin 





; oneigenlijke inte ralen. 
Definities. SO | , 

a. Zij f : (a,bl > IR continu. We definiëren de oneigenlijke 
integraal van f over [a,b] als de Aimiet (als deze bestaat als 
reëel getal) 


b 
lim Jf(x)dx, te schrijven iis Sf(x)dx (+). 
elQ ate n a 


Analoge definitie van de oneigenlijke integraal van f over [a,b 


als f : [a,‚b) * IRcontinu is. (Is f : [a,b] > IR continu, dan 
noemen we de integraal van f over la, bl wel een eigenlijke 
integraal). 


b. Zij f : [a;to) > IR continu. De oneigenlijke integraal van f 


over [a, En 1s de Limiet (als deze bestaat als reëel getal) 


lim frGDax, te ee als SEG) dx Gn. 
p>+oo a ki a 


Analoge definitie van: de oneigenlijke integraal van f óver 


_(-o‚al als f : Ge,al > IR continu is, 
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Cs Indien ina of b de limiet bestaat noemen we de integraal 
(*) resp. (**) convergent, anders divergent. 

de Is 1 C IR een vereniging van eindig veel (open, gesloten 
of half-open) intervallen of halfrechten lie borstelig die 
hoogstens eindpunten gemeen hebben; terwijl de eigenlijke 


of oneigenlijke integraal van de reële functie f. over elke Tr 





bestaat, dan def niBrón we. 


pear = Re ti Eeax. 
Elmers Ap Wid | 
Men kan bewijzen: is I ook de vereniging van eindig veel inter- 
vallen of halfrechten ade met dezelfde eigenschappen, 


dan is 


nu M5 
u M3 


S f(x) dx = JS £Gdax. 
he Bd 4 Jo | 
De gegeven definitie ie dus onafhankelijk van de keuze van 
Ta La + oo In: | 


k=1 


W. 


Opmerking. Is f : [a, b] ae continu, dan is de integraal van f 
over [a,b] gelijk aan de oneigenlijke integraal van f over [a,bl; 
dit volet uit: (4.7) Ceontinuteit van de integraal als functéé 


J 


van zijn boven -— of ondergrens). 


Voorbeelden. 
Je Ba ae. 
‚= convergeert dan en slechts dan als p->1. 
dà | | 
5 dx convergeert dan en slechts dan als Pp Ls 
o xP | | | 
ee td te | 
f =R 18 divergent voor alle p € IR. 
oxP | 
2. Analoog: is 0 < a <b, dan zin | En hak 
EN 
a (x-a)P a (bxo)P 


convergent dan en slechts dan als p $ 1. 

















MANEN 


EL € +1 





Be J ee is divergent’ hoewel Lim (Sf ds tf dx, bestaat; men: 
oi | NE el0 -1 ter | 
noemt het tastte wel de hoofdwaarde van J ex, Attooknas a 
hoofdwaarde van de Be dea oneigenlijke integraal 
+0 | en 
J rid is lim Taka TX = 0. 
pto -D 
+00 | a jn | ne | 
hb, f Er: En de berekening moeten we IR splitsen in 
em OO 


intervallen an en [a ir 3 hk op dat het antwoord on=- 


danke lak is van de keuze Ban de aplitsiig. 


(6.14) Stelling. Is £: li, bl > IR continu en bestaat lim f(x) als reëel 





(6.15) 


… (6.16) 





SE xa 
getal, dan is ffGddx convergent. | | 
a | 
Bewijs: noem lim f(x) = m. Definieer f* : [a,b] * IR door 
xJa | | 


£*(a) =m, f*(x) = f(x) als x € (a,bl; £* is continu. Volgens 
(6.13) geldt nu D ik 8 


lim. Pe lim fE" Gak = ff"*(x)dx. 
e€l0 ate €40 ate | a 


Gevolg. Zij a <e < ben zij f continu buena ‚op [a,b] behalve 


in c, terwijl in ce linker- en rechterlimiet van f bestaan (men 


zegt dat f in c een sprongdiscontinuïteit t. heeft). Dan is 
b 


_SfGoax 
a 


convergent. 


| 8 | | | 
Voorbeeld. | zog {1tx) dx is convergent, want de integrand is 


continu op (0, al terwijl lim hea = 1. 
xy 0 
Stelling. 


a. Laten f : (a, b] + IR en g : Cab] > IR continu zijn, tau: 


1. glx) > 0 voor alle x E (a ‚bl; 
b. 


zj 


. fglx)dx is convergent; 
di pe, ERN 


3. er is p> a zó dat |f(x)| < g(x) voor alle x met a < x < p. 
Dan is ff(x)dx convergent. | 
a En à 
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b. Ne jat) 14 IR en g : [a,toe) > IR continu zijn; tete _ 
Le RR > 0 voor alle x € Fa; +o) ; 


2, Sgooax is convergent; 
a 


3, er is p > a zó dat [Eene S glx) voor. alle XxX > p. 


Dan is fee convergent. 
ret lar we bewijzen alleen a; het bewijs van b verloopt geheel 


analoog. | nn dd 
Definieer F : le DI > IR en G : (a,b]l > IR door 
EEN | bk ee 
F(x) - ff(Hdt, Ex) nARARjAE: 
| Sen ns 
me > 
Li Be ls uit? ‘de convergentie van Le volgt dat lim G(x) 
a _xla 


bestaat. Volgens (6. 9) (neem hierin V = la,bl) is er een s ed 0 
zó dat voor alle xy met a $x Sy Satô geldt [EGG | Se. 


Noem 81 = min (8‚p- a); voor alle xy met a $<x$<y Satô; 
FGO-rGD1 = } Beide <ilecotee < facet = 
Ì 2e . à ° 
 Ievo-e)| Ke. 8 s 


Nogmaals toepassen van. (6. 3) levert het gestelde. 


* 


(6.17) Opmerkingen. 

Ke. a. Er gelden analoge stellingen voor oneigenlijke integralen 
van op [a,b) resp. (-©, al continue functies. 

b, Uit het bewijs van (6, 16) blijkt dat uit de gegevens van 


(6.16) volgt dat niet alleen ff(t)dt, maar zelfs f|f(t)|dt 
convergent is; men ea anke integraal in, dit geval 
absoluut convergent. Volgens (6.16) geldt: is Jf(x)dx abso- 
luut convergent, dan is hij convergent 3 ga na 4 (neem | 
g(x) = [f(x) |). Later zullen we zien dat uit convergentie 
geen absolute convergentie volgt. | | 

Aan de eisen van (6.16), a resp. b is voldaan indien er een 
continue h : (a; bl. > IR ep: h : [a,te) >. IR is met: 


[ao 
































E (6.18) 
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18 h(x) > 0 voor alle X e (a ‚o resp. xe [a ,+e); 
b 
ge ShGd)dx resp. fnGodx is convergent; 
a a | es 
0 d F(x) f(x) ze | ve 
3% lim TE _m resp. lim RCS =m bestaat als reeel getal. Men 
xa Xx %o | E | 
neme dan namelijk glx) = ([m[ + 1)h(x). 
Voorbeelden: 
oo _ Bs 
4. f ET de is conver ent want ee (x > 0) en f EE ls 
Sr 1 +1 g 3 xs +1 x*. : Re x4 
convergent (vgl. (6.13). vo | 
ie Kneed is convergent, want lim ge dae =d, 
Lo & En 1 mit 4 OO XT 2x/x-1 MX 
3. fe Xe Tax is „convergent voor alle a > -1. 
0 ba Of 1. | | | 
Immers lim e Ee xs Le is terwijl f “ax convergent is voor alle. 
xJ 0 en | Ee | | es 
a Dd, en lim Xx x fe? = 0 voor alle a € IR, terwijl 
Koo | ee 
Fx-tax convergent is. 
de 
U, fx*r1-x)Pax is convergent voor alle a > -1 en b>ei: schrijf 
0 | Bek * 5 Je 
de integraal als f + f en vergelijk met pee ad SCi-x)Pax. 
1 | ï 
>. flog x dx is convergent, want de integraal 1S gelijk aan 
0 KE 
lim ES log XxX - x] = En 
eld 
Het kan ook anders: uit lim /x log 'x = 0 en de convergentie 
1 he xJ 0 d | 
van f —= volgt de convergentie van flog x dx. 
| 0 /x | a re) 


Uit (6,18) volgt: zijn f': Ca,b] > IR en g : (a,b}l > IR continu, 
en geldt: | OO 
1% er is p >a zó dat f(x) > g(x) > 0 voor alle Xx E (a,pl, en 


b 
DOE is divergent, dan is ECD dx divergent. 
a 
Zo 1s f zot dx divergent. Weliswaar is log x < 0 voor 
| Û B Be 
Xx E Cels maar voor 0 < xs de Log 5 > it, Uit ie: 


| 1 | | 1 
divergentie van f ex volgt die vans Tel ae (ga na); 














(6. 19) 


6.20) 
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| | sk 
op grond es het bovenstaande concluderen we nu dat f_ zlog 2, 


0 | 
en dus ook í ar “(ga nas) divergent 1S. Bit, | di en 
co 0 | 

1. f 20 ed is. divergent. (vg1. (6. LTS want voor alte 


X 


an) 





(1+x) me (1+p) 


X ht nn 





X en > 0 gelat haden s Een diver- 


Pp 
gent is; pas nu een don U zelf te formuleren) analogon 


van het in voorbeeld 6 vermelde gevolg van (6.16) toe. 


Van de voor IR geldende stelling betref fende een intervalschake- 


„king geldt het volgende analogon voor volledige metrische pulm 


ten. Onder de diameter van een deelverzameling A van een metrische 


ruimte Vv verstaan we d(A) = suplblx,y) |x PN, e A}. 


braad (neststelling). | É 


Zij (V‚p) een volledige metrische/vuimte, À:, 2 Az 2 Aa kms En 


dalende rij ("nest") niet-lege gesloten deelverzamelingen van V 
met dlAn) > 0 Cit B 


Dan bestaat N An uit precies één punt. 


n=1 
p 


Bewijs: kies in elke An een punt an. Is d(An) S € voor alle … 


n > N, dan is o(a an) ON > voor alle n > N en alle p > Ö’, 


n+p ‚ 
Er volgt dat (Can) een Cauechy-rij iss deze heart wegens de volle- 


digheid van v een limiet, die we a noemen. Voor iedere n € IN 


18 Ansän+1sAn+2s==- een rij in ds met limiet a; uit de gesloten- 


heid der An volgt dat (Ym)a € An» dus a € A An Wit bS MA 
| n=1 n= 
volgt (Vn)b € An, dus Oe b) S d(An); uit d(An) * 0 volgt: 


du a = b. 


Zij V een metrische ruimte. Onder een contractie. van V Lof: 


contraherende afbeelding van V in zichzelf) verstaan we een | 


f : V > V waarvoor geldt: er is een c € IR, 0 <e< 1 (de 


contractiefactor) zó dat | 
oCf(x), EC) S eplx,y) voor zatte Ke VS Wy e We 


Ben contractie van v is een continue afbeelding V > V (ga na). 
Onder een’ vast punt GE dekpunt van een afbeelding f : V > V var 


staan we een x € V met fx) = X. We behandelen nu sen tweede 


voor de toepassingen belangrijke stelling: 


RE 














(6.21) Stelling (contractiestellins 





ei (an) in:Vs gedefinieerd door ao = A, a1 = f(ao), aa = Ela), 
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of dek- 


puntstelling). 


Een contractie van eén volledige metrische ruimte heete precies 


één vast punt. 


Bewijs: zij-(V, po) een volledige metrische ruimte, en f een con= / 


tractie van V met, contractiefactor Geel, ae Vs; beschouw de 


de î 


(Yn € IN) (a, 


volgt door volledige inductie: 


td sä ) - oCflan), ëtal.in « sian 1) 


(Yn € Nolens) < Cc pa „ao) 
en dus 
(Ya € Dip 2-0 pCansgsän ) S 8 a 


En 


n+isAn+ie 1) 


en 


n B | 4 | 
if Èe An Vola a) = 4 his nee Pte). 


=1 | Le 


Uit En én: = 0 volgt nu dat de rij Can) een Cauchy- rij is (ga 





na); les Pi] heeft dus een limiet, die we a noemen. Wit 


(Vnlan+s = flan) volgt, wegens. de continuïteit van f‚ door li- 
mietovergang n *>® : a s f(a), zodat a een vast punt van f is, 
Is ook b een vast punt van £, dan geldt pla,b) zolElal,Flh)) < 
S epla,b), dus pla,b) = 0 ofwel a = Db. | | 


5 


Laat f een contractie van een volledige metrische ruimte EL Ie 


De contractiestelling leert ons dat de vergelijking f(x) = Xx 


precies één oplossing, Zeg Eis heeft. Uit het bewijs van (6.21) 


blijkt bovendien hoe we, uitgaande van een willekeurige startwaarde 


ag» een naar a convergente rij kunnen contrueren, namelijk met 


de methode van succesieve Bubetitnt te Cook methode der succ 'essleve 
Eeue Ze EsottVe 
approximatie genoemd): men bepaalt a, = flag), vervolgens 


az = flair), as = f(az), enz.; men spreekt hier van een Gone 


structief existentiebewijs. De zo gevonden benaderingen an zijn 


beter al naar n groter is, want pla,an) = p(fla)l,flan_1)) < 


epla,an-4); uit deze formule volgt dat p (a, ads ch (la,a, ), 


waaruit blijkt dat een willekeurige precisie bereikt kan worden. 











(6.23) 


(6.24) 
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De genoemde benaderingsmethode (die we kortweg aangeven met 
B | | | 
is een methode volgens welke men uit een of. meer benaderingen 


= flan)) is een voorbeeld van een iteratief proces, dat 





KosXis-sesXn van een grootheid x een nieuwe benadering xn+1 
bepaalt, vervolgens met behulp van de zo gevonden benaderingen 


XO sXises-Xn+1 een benadering Xnt2s enz. 


Zij (v, p) een metrische snee A 6 V, f een afbeelding V > V. 
Het iteratieve proces an+1 = flan) heet convergent Op Â indien 


de rij (an), waarin an+1 = flan) (n > 0), convergent is voor 


elke startwaarde ag € A. 


Voorbeelden. | 
1. V= IR, ana “> > “Han (dus EGOF = Aad. Uit-an = 2 Pag (via vol- 
ledige inductie) volgt dat dit proces convergent le op Ws 
Merk op dat V volledig Les én dat f een contractie van V is 

(wel. (8.24): | 


| Ede ted | n+1 
2: Ve Rs, ans „(dus EGO se A Dit An+1 5 Garn volgt 
dat dit proces ane convergent isop V (neem bijv. ao = 2). 
Op A = (-1,+1) is het wèl convergent : voor. ag © {- etati) geldt 
lim (ao anti Be ston ha | e 
nwo ER | 


Merk op dat A EE volledig KB en dat f|A geen contractie 
van A is (bepaal |£(4) — £(2)|) 8 


Toepassing: Iteratieve processen in IR. 


(6.25) 


De volgende stelling (met opmerking!) leert ons iets omtrent de 


_toepassingsmogelijkheden van de contractiestelling. 


Stelling. Is I een interval in R: E 1» IR differenticerhaar, 
ECE) CI, ên 15 er Cc E IR met OS ea 1:20 dat JE'GOL < < Cc voor | 
alle x € I, dan is f een contractie van Ïs : | 
Bewijs: volgens de middelwaardestelling van. de differentiaalre- 
kening is er bij alle x,y € 1 een …& tussen x en y met | 
flh e= Fly) = FELEINCKS y) dus 

EC) -— EO LEO y| Etat, 





(6.26) 








(6.27) 
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Opmerking. Het iteratieve proces ae = f(a) heeft een eenvou- 


dige meetkundige interpretatie die te vinden is door in één 


figuur de krommen Yy = Xx en Vs f(x) te schetsen. Ga me t behulp 
van zo'n figuur na dat een differentieerbare f : IR * IR waar=- 
voor op een interval IC IR geldt |f' Gol Se < 1 niet nood- 

RE SOEIN een vast punt heeft. | | 


We beschouwen nu problemen die verbatid ‘houden met het benaderen 
van oplossingen van vergelijkingen F(x) = 0, waarin F een functie 
IR > IR is. We tranformeren daartoe de pn F(x) = 0 

in een daarmee equivalente van de vorm fx) = Xs waarbij 

f : IR > IR zó gekozen wordt dat An+1 5 f (an) een convergent 
iteratief proges (van successieve substitutie) op IR of een 
geschikt deel’ vän IR Ls | | 


Is a een wortel van. F(x) = 0, dan ligt het in verband met (6.21) 


en (6. 25) voor de hand te proberen een f te nemen waarvoor op 
een omgeving I van a geldt [É'GO| S e, voor zekere c <1. 
Belangrijk geval: nemen we f zó dat £'(a) = 0, terwijl f' con= 
tinu is in a, dan is er zo'n TL. | 


Is 6 : IR > IR zó dat $(x) + Q in een omgeving 1 van a, dan is 


de vergelijking F(x) = 0 op | equivalent met de vergelijking 
f(x) = x waarin f(x) = x + PRACH. Bij de methode van Newton- 
Raphson (NR) kiest men ò(x) = 14E) (x) op éen omgeving 1 van à 


waarop geldt F'(x) # 0 (zodat dan fa) = 0); men beschouwt dus 
het iteratieve proces ‘ 


an+1 * An © Fa): 


Hiervoor geldt de Heeres stelling: 


Stelling (NR-proces, D 


Zi PF Selk 2 IR Fade ÌÍs F tweemaal continu differentieer- 
baar in een omgeving van a en is F'(a) # 0, dan is het NR-proces 
(+) lokaal convergent, d.w.z. dan is er een omgeving van a waarop 


(*) convergeert, met limiet as, 


Bewijs: uit de gegevens volgt dat er een omgeving I van a is 


waarop geldt F'(x) +0 terwijl F"continu is op T. 
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Definieer f : I > IR door 
op Il is f continu heimnnddalkne: eo fla) = a en £'(a) e= 0, 
Er is een omgeving J € I van a zó dat ELCO TN SS l op J. Voor 
alle x € J geldt: “er is een EAS J met | | 
FG) - fla) = F'(E)(x-a) 

dus | | ei 
(++) eG - al S Ue TE 
er volgt dat E05: e J. Voor se ao E J wordt dus doa 
An+1 5 Flan)(n > 0). een tij (an) in J gedefinieerd; eneen 
geldt wegens Geo | 

laad als lan es | | | 
en dus Wolledige inductie) lanai al < gees = al, waaruit 


 VORBT en 8s 


Opmerking. In het bewijs hart CAE hebben we geen gebruik ge- 
maakt van de contractiestelling, aangezien fr O2 7) de exis- 


tentie van een vast punt van f gegeven de. 


De NR-methode heeft een eenvoudige meetkundige interpretatje: 
An+1 ÌS het snijpunt van de raaklijn in Ga sklanp)) dan de geatiek 
van y = F(x) met de x-as. Interpreteer meetkandig (6.27). Ga 

in een figuur na dat de NR- methode Tokaal kan convergeren 

zonder op. IR convergent te zijn. 

Geïnspireerd door meetkundige beschouwingen komen we tot een 


tweede stelling betreffende de convergentie van de NR-methode: 





(6.30) Stelling (NR-proces,II). 

zal Zij EE dR > IR, (a) = 0 is-F tweemaal continu differentieer- 
baar in een omgeving van a en. is Fila) #0, dan Is het NKe proces 
(+) convergent, met limiet a, op elk interval E met. eindpunt a 
waarop geldt F(x) #0 en E{x)F'éx) > | | 
Bewijs: uit F(x) 0 ep £f en de continuïteit van F volet dat E 
op Ì tekenvast is. We onderscheiden nu de gevallen: Ì ligt links — 
of rechts’ van a, F(x) > 0 of < 0 op Es 
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We geven het beide voor het volgende geval (de andere gevallen 
kunnen op analoge wijze bewezen worden): 
I ligt rechts van a, F(x) > 0 op I. Dan is F'(a) > a na) en 
F(x) > 0 op I;3 Pp is dus monotoon stijgend Op. L, en er volgt. 
dat F'(x) > 0. op Ee ed 
Voor alle x G.T is er een EE (a,x) met 

De Flal's P(X) + (a=X)P!(x) + Ha-x)PF"(E) 
(formule van Taylor) ofwel 


fx) == x= EHS zat B Er 


en dus geldt a $ f(x) ei X. Het iteratieve proces a_+4 = f(a) LS + 
dus voor iedere ao © I gedefinieerd, en de bijbehorende rij (Ca) 
1s monotoon dalend en naar beneden begrensd en heeft dus een dn 
miet, zeg b (met b > a). Door limietovergang ne It 

and * an hes a) volgt dat F(D) = 0; met F(x) > 0 op IT 
volgt nu dat b a. 








UO. 


Ui, 


42, 


(iii) 
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Opgaven: 


Ga na of de volgende integralen Sade zijn: 


dl 
(if log (tx) d% 








_0 x/x 

1 5 | 
(EIS SE 

0 (x+1)/x 

4 | 
(iii) j EL L axs 
(iv) f Ea dxs __ (zie opmerking bij opgave [,2) 

Oek rn 

) OS dx; 

1 /xi-T : 

1 è 
(vi) Ss 

0E ji 

oo …v=2 Kn 
(vii) f xe X “dx; 

Ö 

oo xx 
(viii)f e © dx; 


lts Pae ne 


Bewijs dat de volgende integralen convergent, zijn (zie opmerking 


bij opgave Ens 


(Ci) sin ax dx voor alle a € IR: 


—8 


dx voor alle a;b & IR; 


sin ax 


0 | 

bien sn zee Dx 
0 
Á Togliexy dx voor alle a € IR (vel. opgave 1,10). 


Onderzoek voor welke reële waarden van p de volgende integralen 


convergent resp. divergent zet 





oo „PT ak 
(à) if ee dx; 
Ò 
GER 8 Krk 





3. 

















U, 











ub. 


(i) 


(ii) 


(iii) 


(1) 


Ed 
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Bewijs: als £ en g over la,bl oneigenlijk integreerbaar 


zijn dan geldt dit ook oe f+g en af la 5 IR), terwijl 
| D | 


b 
SLE) + gG)Idx = Pear +  FaGwax 
Re Pe S a 
Ee Ot ee ete 
| ee ae 
a | Ld a: 


Be. na dat dit ook sE als [a,b] vervangen wordt door 
[a,e) of (-% ‚b}. 


Laat zien dat SLEGO)+gG) ax convergent en zijn, terwijl 


b b a 
Sf(x)dx en fglx)dx divergent zijn; neem bijv. f(x) = Te 
5 | En ‘ | | | | | 
| 5 ied | 5 
en EE op [O,e). 
mn: _dx | 
NE, Ge) KET) 
Bij, £ sont iet op (a,b) en zij ò le, djs Lab) continu 
| differentieerbaar, terwijl lim ò(x) = a en lim ò(x) = b. 
n xte | xfd 
Bewijs: sf ES d ‘ | 
als nr wenken ss dan is SFP)! (x)dx con- 
a on | c a | 
_b | d 
vergent en ff(x)dx = [ECOC Gar. , 
| a Cc 


Ga na dat dit ook geldt als a of ec door -% vervangen wor= 
den of als b of d door +00 vervangen wórden. 


Bewijs dat voor a > -1 en b > -1 de integralen 
oo a 1 | 
S ES dx, FxaasP dx en / En Xx.) Gan KD dn 
0 (1+x) 0 | 0 | | È 


convergeren en aan elkaar gelijk zijn. 


Bewijs dat de Welrende integralef voor alle n € IN convergent | 


Ci) 


(ii) 


zijn en bereken de waarden voor n= 2: 


ed 
Efe 


0 
de Eens 
1. loge x dx. 








ABANII,58 


Bewijs dat de “integralen van Fresnel" 
oo oo | 
fsin(x’)dx en feos(x? Jk 


mm OO mm OO 


convergeren (substitueer ens 


Zij V een begrensde metrische ruimte die meer dan één punt 
bevat. Bewijs: als f een contractie van V is dan is f niet 


ek 


surjectief. 


Laat de verzameling V voorzien zijn van de triviale metriek. 


Bewijs dat de zo gedefinieerde metrische ruimte volledig is. 


em VEE van de volgende afbeeldingen fi : IR > IR contra- 
herend zijn: | ' | | 

(a) fix) 
(11) fa Cx) 
(iii) £3(x) 
(iv) falx) 


EE 
En 

1+x2 

ax + bs; 


u 


H 


sin x (zie opmerking bij opgave Pe. 


„Zij f 3 g EN door f(z) « E 
Bewijs: n De 4 E 5 
(i) de restrictie van f tot tellel <43 is een contracties; 
(ii) de restrictie van e tot diet Dael }} is geen contractie. 
In (6.8) voorbeeld 2 wordt ee in IR is een blok 

B = LOT ers CHE a: < xj S b;} gesloten. 


Bewijs deze bewering: 


V is een metrische ruimte; C(V) is de verzameling van alle 
continue functies WV > IR, voorzien van de sup-metriek. Bewijs 
dat C(V) volledig is. herl oe a 


In vroeger jaren konden computers niet delen (behalve door een 
gehele macht van 2). “De inverse van een getal a > 0 werd dan 


iteratief bepaald, zonder gebruikmaking van delingen, als volgt: 
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(1) Geef het NR-proces ter bepaling van de wortel van F(x) = 0, 
waarin F(x) = 1 - in zodanige vorm dat geen delingen 


worden gebruikt (voor convergentie: zie CALL), 
(ii) Itereren volgens Ca) met startwaarde Xo nd devert sen ei 
iteranden Cn). | 





| Bewijs dat (xn -D z-âl. ne 1 voor alle n € IN en 
dat na k "Newtonslagen” de relatieve fout gelijk is aan 
(axo=1)2k, ; 


(als a een nn Pae hal van b dan verstaat men onder rela=- 
tieve fout het getal 2 | 
(iii) Bewijs dat het proces Ci erika is op (0 ‚£) en diver- 
gent is op (-o,0) en op (£, oo), 
____Ga dit ook na in een Figuur. 
(iv) We passen het proces toe met a € [1,2], waarbij we als 
startwaarde nemen het getal xo(a) dat verkregen wordt 
door lineaire interpolatie van £ op de steunpunten 1 en 2. En 
Bewijs dat deze startwaarde in het convergentie- interval | | 
ligt en bereken de kleinste waarde van k waarvoor de rela- 
tieve fout voor alle a e [4,2] kleiner is dan 107!°. Re ze 
DU, Zij f(x) = ax” + a, xnT1 RE if td een polynoom met 
reêle coëfficienten. Ter vereenvoudiging nemen we aan dat alle 
nulpunten van f reêel zijn. We willen met behulp van de NR- “methode 


de nulpunten van f op de computer berekenen. 


(ii) De algeritme so = ao 
1 Bi 5 SragPtags CA mr LpZge es) 
geeft s, = fp). Bewijs dit. 
(ii) Bewijs: f(x) = (so xii 14 s;xh T° +. + Sn) (x-p) tSas 
(iii) De algoritme q0 = 50 | | Re 
| di = Ai-1Ptsi CE = Lat envaned) 
geeft goe. EH. Bewijs dit. 


EE vernenigvuldigingen kost nu de berekening van 
EL | 
fp) 


(iv) Bewijs: alle nulpunten van f' zijn reëel en liggen tussen 





het kleinste en het: grootste nulpunt van Et 











De 


(iii) Op (0O,e) convergeert het protes x 
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_(v) Zij Xe een bovengrens voor de absolute waarden van de 


nulpunten van f.. Toon aan dat met startwaarde Xo resp. 
-Xo het NR-proces monotoon naar. het grootste resp. het 


kleinste nulpunt van f convergeert. (Maak een plaatje!) 


(vi) Bewijs dat voor de in (v) genoemde bovengrens genomen 


kan worden Xo = Le zijt. oe 
Aanwijzing: voor de nulpunten wi geldt _E wi = aL en 
| 0 


‘ 2 Wijws = 2 (ga na). 
et es 
(vii) Laat zien hoe men, nadat een. nulpunt gevonden is,met 
behulp van (ii) een lineaire factor kan uitdelen en hoe 
men door bovenstaand proces te herhalen de overige De 


punten kan berekenen. 


Zij a > 0. We bes schouwen twee iteratieve processen om JA te 


benaderen: het bij de vergelijking X?-a = 0 behorende NR-proces 
| | 244 

a?-t 

“baz 


Xs = f(xi) en het Re | * g(yi), waarbij glt) = t+ 
1+1 1 | 1+1 1 


Bewijs: 


$ | | | ke 2 | 
Ci) f(t) = Ft+5) en Xi44 = Ja: ag voor alle i > 0. 


(ii) Voor iedere xj > 0 is er een E; tussen x; en /a met 


AE 
Xi+j = fa = Bx; -/a) (1 Er): 


. 2 





ai oe ae f(x;) naar /äa. 
Civ). lim En 4 en (mits Xe > O0 em xe # /a) 
Xoo  X-/a EE ks | 
ie (x7-/a)? 2/a | 
Ga na wat dit in de praktijk betekent door x,, Xx, en x3 te 
berekenen voor a = 1, ko = 10°.…en voor a = 1s xo.= 1s1. 
(v) Voor iedere y; is er een Ni, tussen Yi en /a met 
Yi+1 mn /a - (fier ada en lis). 
(vi) Als a > 1 dan is er een € so Zodante dat het proces 


Saal gy) op B(/aze) naar /a convergeert. 


(vii) Als a > 1 en als xo en yo zo gekozen worden dat beide 


processen naar v/a convergeren, dan is 


lim Xiirge : Yi+1-/a = 0. Hieruit volgt de Di geschikt 
i>o Xj-/a Yi -/a 


gekozen gemeenschappelij ke startwaarde met het eetste proces 
minder iteratieslagen nodig zijn om een gegeven precisie te 


bereiken dan met het tweede; ga ALE ne. 


TEN 











(7.2) 


(7.3) 


(7.4) 
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87. Continue invarianten. 


In (Ht. 1) kondigden we aan met behuip van de theorie der metrische 
ruimten meer licht te zullen WEEDen op de eigenschappen van con. 
tinue functies. We doen dat in deze paragraaf ‚en wel door het 


invoeren en onderzoeken van twee belangrijke continue invarianten, 


dan zijn eigenschappen, toe te kennen aan deelverzamelingen van 


metrische ruimten, waarvoor geldt: zijn V en W metrische ten 
heeft A C V die eigenschap en is f : V > Weontinu, dan Heert 
f(A) ook die eigenschap (men zegt wel: f behoudt die eigenschap). 


Ga met behulp van voorbeelden, waarin V C IR en WC IR, na dat 


“openheid, "geslotenheid", "begrensdheid", volledigheid", "een 
verdichtingspunt zijn", "een inwendig punt zijn", "een randpunt 
zijn" en “een geïsoleerd punt zijn!" geen continue invaranten 


Zn. 


Volgens (5.11) is "een convergente rij zijn! een continue invariant. 


‘Een Cauchy-rij zijn" is geen continue invariant; ga na. 


Zij (V‚p) een metrische ruimte, ACV. 


Definities. A heet een brok als A open en gesloten (in Vv) is. 
Triviale brokken van Vv zijn V en En alle andere brokken heten 
echte brokken. | | | | 


Definities. | De 

a. V heet samenhangend als V geen echte brokken bevat. | 
De Árheet samenkangend als A als metrische ruimte En is. 
Samenhang van A is gedefinieerd in termen van de de V op A 


geïnduceerde metriek. Het, 1s ook mogelijk dit uitslúitend in 


termen van de metriek op V te doen: 


Stelling. À is ‘samenhangend » er zijn geen Ps OQ CV met 
P en Q zijn open in V | 
ANP#O, AnqQeo 
JAC EU Q: 
ADP MS Bs 


(*) 
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Bewijs (uit het ingerijmde): 

>: stel er zijn zulke P en Q. Als volgt blijkt dat A NP dan 
een echt brok in Ä is, tegenspraak: r 

Uit ANP ez A zou volgen An Q= An P n Q= g, tegenspraak; ge- 
geven is verder ANP #Y. We concluderen dat A NP een echt 
deel van A is GdeweZes A n P EE À en AN B, # OMP AAL, 
Volgens (4.22) îs A AP open in KS A NP is ook gestoten in 

A, want uit (*) volgt dat A\ (A A Pj S A NQ (ga na). 

«: stel A is niet samenhangend; A heeft dan een echt brok B, 

en ook C = A\ B is dan een echt brok van À. Volgens (u, 22) zijn 
er P, Q Ë V, beide open in V‚ met PA se Ber OMA CiP en Q 


voldoen aan ( ) (ga na) ; tegenspraak. 


) Voorbeelden. | OO 
1. In IR is {x € IR|4 < x?< 9} niet samenhangend. 


2. In IR is Q niet samenhangend. 


Stelling. De samenhangende deelverzamelingen van IR Zlin 
D, singletons {a}, intervallen (a bi}, segmenten [a,b], half 
open intervaller (a ‚bl, [a, b), open halfrechten (-o‚a), (a,to), 
gesloten halfrechten Ge,al, [a,to), en IR. 
Bewijs: | An 
a. We bewijzen eerst dat alle in de stelling genoemde deelver- 
zamelingen samenhangend zijn: i | 
Z1j A zo'n deelverzameling. Dat @ en een singleton samenhangend 
zijn volgt direkt uit def. (7.3); veronderstel dus dat A minstens 
twee elementen heeft. Merk op dat geldt: 
als x € A, y E A, x <z < ys, dan ze A. 
Zij P een echt brok van As dan 1S ook Q = A\P een echt brok van A. 
P + Q en Q # D; 5 stel aeP,bDe on a <b. Noem 

Pp = SUP {x € Plx <p} HO. | 
Er geldt [a,b] C A. Uit de openheid van P en Q in A HETE dat 
er € > 0 is met [a,ate) C P, (b-e ‚ b] CQ: We concluderen dat 
as<ps<b. Uit p € P zou volgen, weer volgens de openheid van P 
in A: (Te > 0) (p=espte) C P, Hetgeen An-strijd: te met {se}, 
Bp analoge wijze is p € Q diie strijd met (**). 











(7.7) 








(7.8) 
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Er volgt dat P É P U qr A5 tegenspraak. 


We concluderen dat A geen echte brokken bevat. 

b. Laat A CG IR samenhangend zijn, en laat A minstens twee ele- 
menten bevatten. Noem a = inf A, b = sup Aj er geldt a SS De 
Stel er is c € (a, b) met c € A; dan is {x € Alx <e} een echt 
brok van A (ga na), tegenspraak. We concluderen dat (a,b) C An 


Door onderscheiding van de gevallen a= -, a >=, Db = +0, 


b S +o, a € Â, a & A, b E A, b É A zien we dat élke samenhangende 


A C IR een van de in de en genoemde deelverzamelingen iS. 


Stelling. "Samenhang" is een continue invariant: is W een 


metrische ruimte, is A GC V samenhangend ed def zv continu 


dan is f(A) samenhangend. 


Bewijs. (uit het ongerijmde): noem g = fl, tel f(A) bevat een 
echt brok X. Dan geldt: Ì 


15 X is echt deel “van £(A), dus er Zijn: € Xen yE f(A)NXs 
er volgt dat "BOO # D, „AN "E00 +0, dus dat "EO echt deel 
van A is. | | 
2. X is open en gesloten in LCA), en g NEEN 
open en gesloten in A. | | | 
Uit 1%en 2% volgt dat TE) een echt brok is van A; tegenspraak. 
Opmerking. Uit het bewijs blijkt dat het voldoende is van f te 


eisen dat hij continu 15 OD A. 


Onder een overdekking van V verstaan we een collectie deelver- 
zamelingen van V waarvan de vereniging V is. bestaat de over 
dekking uit eindig veel deelverzamelingen, dan spreken we van 
Eer eindige overdekking; bestaat de overdekking uit open deel- 
verzamelingen, dan spreken we van een open overdekking. | 
De stelling van Heine-Borel zegt. dat ledere overdekking van 


een segment bestaande uit open bollen kan worden uitgedund 


tot een overdekking bestaande uit eindig veel van deze bollen. 


Zij nu P een: open overdekking van een segment Äs Ba iedere 


x EA is een/ U, € P_ met x E Uws aangezien Ux open is in A is er 


Sen open interval Le An IR met x E bolt Act ie: 





B 
Ei” 
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Er zijn eindig veel x, zeg X1 »X2se«-sXns» ZÓ dat 


n hdd 
1 dk 1 | | 
we concluderen dat Ù U ne Aa Er MOED: dat elke open overdek- 


1=1 
king van A een eindige overdekking van A Dee General iserend 


komen we tot de volgende definities: 


Definitie. V heet compact als 

ER iedere open overdekking van Vv een eindige overdekking van 

V bevat, | | | 

of b. iedere collectie gesloten deelverzamelingen van V met lege 
| doorsnede een eindige collectie met lege doorsnede bevat. 
Bewijs van de eduivalentie van a en b: 
dit volgt uit de volgende formules, geldig voor iedere collectie 
P van deelverzamelingen van V: | 


NE Ó 
XEP XEP … XEP | XEP 


. "Samenhang" en "compactheid!" zijn topologische begrippen. 
Een met (7,9), b equivalente formulering is: V is compact 
als elke collectie gesloten deelverzamel ingen van V, waarvan 
iedere eindige deelcollectie een niet-lege doorsnede heeft, 


een niet-lege doorsnede heeft. 
Definitie. A heet compact als A als metrische ruimte compact is. 


Compactheid van A is gedefinieerd in termen van de doorV op A 
geïnduceerde metriek. Het is ook mogelijk dit uitsluitend in 
termen van de metriek op Vv te doen (vgl. de oorspronkelijke 


Bommen ng van de stelling van Heine- Bored 


“Stelling: A is compact ® elke collectie open deelverzamelingen 
van V, waarvan de vereniging A bevat, bevat een eindige ecllectie 


waarvan de vereniging A bevat. 
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Bewijs: | | 
es stel A 1s compact; zij P een collectie open deelverzamelingen n 
van V met | ei ae A Rd | | _ Od 
A Enid | | | 
XEP eee | | "a | 
De X NA (XE P) vormen een open overdekking van A, dus er 
6 dat A= Ù (x; Na). 


zijn eindig veel KEE MO Genks 
‘ Ee | i=1 
Er volgt dat A C Ux, 
i=1 * 


=: stel P is een open be einaa van A. Bij elke X € P is een 
in V open Yy met Af Yx = X (zie (h.22)); er geldt | 
dus A C U Kpn ED zijn dan eindig veel Yy, zeg Ys Yy sere sYX 
XEPn A Pe 
zó dat AC U Yy.s ; er volgt dat A = U (Lys LA e= U Ar. 
ze ieÎ 1= 





n° 





1 | | À 





(7.13) Voorbeelden. 
1. In IR is elk segment compact. s | 
2. Elke eindige deelverzameling van V is compact; Í is compact. 
3. IR is niet compact; beschouw de overdekking bestaande uit 
intervallen (n‚n+2) (n € 2). | | 


Eni sin 0,41 ei o) en IN niet compact: beschouw als over- 





jan 
dekkingen resp. (Gi 1 In € IN}, 1 ‚n+1) [n € INJen- {{n}[n € IN}. 
2, IR is Eln E IN} niet compact: beschouw de overdekking 


{{= =}|n E NJ. ‘ 

Bander à = ln gn IN} U {0} is wel compact. Zij namelijk 
P een collectie open deelverzamelingen van IR waarvan de | | 
vereniging A bevat, en zij XE P zó dat 0 € X, X is open, | 
dus (de > O)N(-e, te) CX Uit Aa 2 = 0 volgt: 





(AN E IN) (Yn >N) 5 =E (-e‚te) Te X. Voor elke n € IN met 
n SN is er een Kn E P met En E Xs we concluderen dat 


| / N 
AC XU U K 


(7.14) Stelling. "Compactheid" is een continue invariant: ie W een 
tweede metrische ruimte, is A C V compact en is f : V > W 


econtinu,.dan is f(A) compact. 
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Bewijs: zij P een collectie open deelverzamelingen van W 
waarvan de vereniging f(A) bevat. Volgens (5.14) is, voor 
elke X SP; "E00 open in V; er volgt dat LU EOOIX EP} Hen 
collectie open deelverzamelingen van V is waarvan de vereni- 
ging À bevat. Volgens (7. 12) zijn er en veel X E P, zeg 
Kaskasseeskne met | 


ne 


Bn DEE 

A C U “koos 
| i=1 evn | 
er volgt dat f(A) CG U X;. Met (7.12) volgt nu dat f(A) compact … 
| B ae ‘ | | 


18 | 
Opmerking. Door beschouwing van flA zien we dat het voldoende 
is van f te eisen dat hij continu is op A; vgl. (7.7). 


0. 15) En A is compact > A is gesloten (in V) en begrensd. 

| Bewijs: zij A compact. 6 ee | 

4 Zij p © V\A. Bij iedere a € A zijn en > en Ô, > 0 met 
Blasea) MN B(psôa) = @. De B(ases) zijn open in V,‚ en hun 
vereniging bevat A; volgens (7.12) zijn er Ar sA2s-s-san EA 


zó dat AC U Blassea;). Noem 8 = min {8 ‚les 1“ nj; er 
sz Rs, 
geldt B(p; 6) NA'= Dga na) dus B(p;8) C V\A. Er volgt dat 


V\A open is, dus dat A gesloten is, 
Is V\A = ®, dan is A = V, dus dan is A gesloten. | 
DN Zat a SA. Alle Blain) (n E IN) zijn open in V,‚, en hun ver- 
eniging bevat A. Volgens (7. 12) zijn er eindig veel 


Do eije SIN met A C Ù B(a; ni); is N SMA Ds erat 
dan is A C Ba; ;N), dus A is begrensd. 


Verder is ook @ begrensd. 


(7.16) Opmerkingen. 

1. Bewijs nu nog eens, met behulp. van (7.15), het niet compact 
zijn van de in (7.13) genoemde niet compacte deelverzamelingen 
van IR. | | 


De omkering van (7.15) is niet voor alle V juist: elke verza- 


. 


meling V met triviale metriek is gesloten (in zichzelf) en 
begrensd; bevat V oneindig veel elementen, dan is V niet 


compact (ga na). 
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En (7.17) stelling. Een: Ben dean van een compacte metrische ruimte 
| is compact. | En | | | 
Bewijs: zij V een ‘compacte metrische ruimte, en zij A een ge- 
sloten deel van V. Zij P een collectie open deelverzamelingen 
van V waarvan de vereniging A bevat. Aangezien DA open is in 
V, is de collectie deelverzamelingen van V bestaande uit Ca | 
en alle X € P een open overdekking van V; er zijn dus eindig d 
veel X € P, zeg REC ‚Xn » zó dat | 5 


Ù X U [A - 


n 
dus UX; > A. Er volgt dat A compact is (zie (7.12), 
i=1 | | 








(7.18) Voor IRÌ geldt de omkering van (7.15); de compacte delen van 


IR zijn dus op eenvoudige wijze te karakteriseren: 





Stelling. Een deelverzameling van IR is compact dan en slechts 
FE dan als hij gesloten en begrensd is. Oe | 

EE. Bewijs: het "slechts dan" volgt uit (7.15). | _ 

E Zij B een gesloten blok in IRA: B.= [Cr sxe see e skin) | (Vias < Xi 
waarin aib; € IR (1 S iS$n). Stel er is een open overdekking 
P van B die geen eindige overdekking van B bevat. Een halvering 
van elk segment lLai,b; ] levert een verdeling van B in 2} ge- 
sloten deelblokken waarvan er minstens Éên, zeg Bi, niet door 
een vereniging van eindig veel elementen van P ls te overdekken. 
Vervolgens verdelen we B, in 2% deelblokken, en vinden we een 

B, met dezelfde eigenschap. Zo doorgaande vinden we een nest 

B ) B, > B2 >... niet- lege gesloten deelverzamelingen van IRE; 


geen enkele B is te overdekken door een vereniging van eindig 


veel elementen van P. Voor alle x = EEn Js 
y RN 5 Bx geldt 
| |xieyil S 27 KD; sari iSn) 


(te bewijzen m.b.v. volledige inductie) dus plx,y) Ss Mme 


‚max bi-ails er volgt dat d(Bx) > 0 (k > o). 
1SiSn | | 





e. ge, ram 


een oi | 
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Volgens de neststelling (6. 19) (die toepasbaar is wegens de 
volledigheid van RR, zie (6.6)) is er b & mm met b € n B: 
| 1=1 
Er is een in B open U E P met bre U,en er is e:> 0 met | 
B(bje) N B CU, Zij nu Kk zó dat d(B‚) S e; dan is B, C U, 


tegenspraak. We concluderen dat B compact is. 





hi nu A een gesloten en begrensd deel van IR?, Dan is er een 
bol in IR? die A bevat, dus”ook een gesloten blok B in IRÌ 
met B > A. B is compact, en A z A fB is gesloten in B; volgens 





ÜAID ie A compact. 


E (7.19) Stelling. Is f : V > IR continu, dan geldt: | 
E a. Is V samenhangend, dan is f doorlopend, d.w.z.: dan neemt 
f met elk tweetal functiewaarden alle tussenliggende waarden 
aan. Oe De | en | | | | | | 
De Is V compact , dan is f begrensd, terwijl sup f(x) en inf f(x) 
worden aangenomen (dus: max fx) en min f(x) bestaan). 
| Bewijs: | | | | 


a. Volgens (7.7) is f£(V) een samenhangende deelverzameling van 





IR, die volgens (7.6) met „elk ‘tweetal punten ook alle tussen- 


liggende punten bevat. 





Be Volgens (7.14) is £CV) compact, jeah (7.15) dus heiden 

en begrensd in IR. Uit de begrensdheid van. £(V) volgt dat 
sup f(x) en inf f(x) bestaan; uit de geslotenheid van f(V) volgt 
dat sup f(x) € f(V) en inf f(x) € F(V) (vel. (U.17), 6). | 


E (7.20) Uit (7.6) en (7.18) volgt dat de samenhangende compacte deel- 
verzamelingen van IR zijn: ®, singletons en segmenten. We 


concluderen dat de waardenverzameling van een op een- segment ge- 





definieerde reële continue functie een punt of een segment is. 


E (7.21) Van de stelling, van Bolzano-Weierstrasz geldt de le 


generalisatie: 


Stelling, À is compact > iedere oneindige deelverzameling van 
Â heeft een verdichtingspunt dat tot A behoort. | 





RE z Eeue E Sn nd en smid es 48 vn Ela oe Sade malen tT Eg, 5 
































ATEN 


CI) 


E (7.24) 


_eontinuïteit van een continue reële functie op een segment; we 


er Eee dat B A N B c U 2e Dn dus dat B slechts eindig veel 


Bij het bewijs van de compactheid van een gesloten blok in IR? 


Ee 





Bewijs: laat A compact zijn, en laat B een dedtpersane ie van 
A zijn die geen verdichtingspunt in A heeft. Bij iedere a € A 

bestaat een Ez >” 0 met B(a; Ea) NB C {a}. Er zijn eindig veel 

a€EA, zeg ti sea san: met | | 


AC U nn ai Ds 
i=1 


punten bevat. der 


Opmerking. Men kan bewijzen dat in (7.21) ook "er geldt; het 


(vrij gecompliceerde) bewijs laten we hier achterwege. 





Voor de fijnproevers. 


(zie (7.18)) gebruiken we de volledigheid'van IRP. We noemen 
in dit verband de volgende stelling: een compacte metrische 
ruimte is volledig. Zij namelijk Can) een Cauchy-rij in een 
compacte metrische ruimte V. Is A = la, In E IN}eindig, dan is | [ 
er c € A die oneindig vaak als term in (an) voorkomt; is A | Bei 
oneindig, dan heeft A volgens (7.21) een verdichtingspunt. In De 
beide gevallen geldt: er is c € V waarvoor bij elke e > 0 on- 
eindig veel n € IN bestaan met an € B(e;5 5). Zij nue 0. 
Aangezien (a) een Cauchy- rij is , iser Ni € IN met 

(Ym > Ni)(Yn > Niolamsan) Sz: er is N>N, met ay & Bles). 
Voor alle n > N, geldt nu Planse) S Plansan) Ft Playse) S es 





er volgt dat lim an = C. ‘ 
Ga zelf na da® "€ een begrensde volledige metrische ruimte niet 


noodzakelijk compact 18. 
Tenslotte generaliseren we de stelling betreffende de uniforme 


zien daarbij dat in deze stelling alleen de compactheid, en 
bijvoorbeeld niet de samenhang, van het segment een rol speelt. 
Laten (V‚o1 ) en CW, 02) metrische ruimten zijn. ACW, ff een afs 
beelding Vv > W. | 








E C7.25) 
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Definities. | 

a. f heet uniform continu indien bij iedere Ee>0O een Ô > 0 be- 
staat zó dat voor alle x,y € V met oi (x,y) Se geldt: 
pa FCR LEI Ste oe 


. f heet uniform continu in A ih op A) indien flA uniform 


Lo 


continu is. | 
(dus: indien bij Tedere ed een ê >o bestaat zó dat. voor 
alle x,y E A met pilx,;y) S 8 geldt: pa (f(x),f(y)) Se). 


Uit de definities volgt: f is uniform continu > f is continu. 


Vroeger zagen we al dat "e=" niet voor alle V en W juist is. 
(beschouw f: (0,1) * IR met f(x) = Jy. Voor een compacte V (en 
willekeurige W) is "*" wél juist: Ee 


Stelling. Es | 
a. Is V compact, en is f continu, dan is f uniform continu. 
b. Is A compact, en is f Ed dan is f uníform continu 


in A. 


Bewijs: Lr verband met (7.25). volgt Db direkt uit a; we bewijzen | 


daarom a: 


zij 5 > 0. Uit de enen eend volgt: bij elke p E V bestaat 


een Ö, > 0 zó dat f(B(p52,)) C B(f(p);sde). De B(p;8) vormen 

een open overdekking van V; uit de compactheid van V volgt dat 

er eindig veel p € V, zeg pi +P2 s.--sPris Zijn met V = U B(pisôp;)- 
| EE “dsl 

Noem ê = min {ê, pit i Sn}. | | 

Ei SS Use v Ee Pa (x5y) S 8: Er is een Pp, (met 1 & k Sn) 


met x € B(py5ô px) 5 uit 


Pi (Psy) S 01 (ppsx) + or xy) S öpr + óS 2öpy 
volgt dat y € B(py52ôpj)- Er volgt dat EN 
pa (E(X) ,F(Y)) S oEGO, Ep) + pa ED), ey < be+de zE. 

















Bb. 
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Opgaven: 
Geef vorhaetden waaruit rijke dat lopenheid', "geslotenheid", 
"pegrensdheid", volledigheid", “een vdp. zijn"; "een inwendig 


_ punt zijn", "een randpunt zijn" Ween wakeeiwent punt zijn" 
-P ; 


TL 


98. 


De. 


60, 


615 


62. 


an 


"een Cauchy-rij zijn!" geen ante: dsntedbeehad zijn. 


(1) Aen B zijn samenhangende deelverzamelingen van een metrische 
ruimte V. Bewijs: als ANB dan is AUB samenhangend. 
(ii) A1 >A2,A3s..... is een rij samenhangende deelverzamelingen 
van V. Bewijs: als voor alle n € IN he An f An44 £ ® 


dan is U A, samenhangend. 
n=1 


V is een metrische ruimte. Bewijs: 


(i) Als A C V samenhangend is dan is A samenhangend. 
(1i) Als a € Ven C de vereniging is van alle samenhangende 
deelverzamelingen van V die a bevatten, dan is C samen- 


„hangend en gesloten. 


Bewijs: een metrische ruimte V is dan en slechts dan niet samen=- 
hangend als er een deelverzameling Â van v bestaat met A # Ò, 


A#V en fr(A) = ò. 


Zij f : IR > IR continu. Bewijs dat de verzameling 


{(x,y) E IR ly = Ff(x)} samenhangend is. 
Zij A = {(0,y) € R| |yl< 1} en B = da E IR |x > 0 en 
y = sin (zie opmerking bij opgave 1,2). 


Bewijs dat A U B samenhangend is. 


V is een metrische ruimte; A is een samenhangende deelverzameling 


van V. Bewijs: als a een geïsoleerd punt van A is dan is A = {a}. 


De metrische ruimte V is compact en samenhangend; f : V > V 


A8 continu. 


Bewijs: als voor iedere open deelverzameling A van V geldt dat 


f(A) open is, dan is f surjectief. 








Een he hd ln 








68. 
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V is een compacte metrische ruimte. 

Bewijs: bij iedere e > 0 zijn er eindig veel punten en Vv 
(1SisSn) zodanig dat er bij elke x € V een i € {1, 2, amd 
is met p(x, aj) Se. | | | | 


Laten A1 A2 »..-sAn compacte deelverzamelingen zijn van een 
metrische ruimte V. # 
Bewijs: U A; is compact. 
Zij f een collectie compacte ACS IVSPERMeLLNgen van een mtntedhe 
ruimte V. | A | 
Bewijs: NL is compact. 
HEL 
V en W zijn metrische ruimten; V is compact; Ft VW is continu. 


Bewijs: 


ader VOOR iedere gesloten deelverzameling A van V os F(A) 


is gesloten; 


(ii) is f: bijectief An geldt » voor iedere open deelverzameling 


A van V: f(A) is open; 


(iii) is f bijectief dan is: f"*“eontinu, 


v is een compacte metrische ruimte. Bewijs: 


x is geïsoleerd punt van V ® V\{x} is compact. 


V is de verzameling van are begrensde reëelwaardige functies 
op IR; V is voorzien van de- sup= metriek (zie (4,3) voorbeeld De 
n € Vv is de functie, gegeven door n{x) = 0 vóor alle x € IR. | 
Bewijs dat de verzameling A = {f € vlplf,n) <1} niet compact 


is (contrueer een rij functies in A die niet uniform conver- 


gent is). 


V is een metrische ruimte; K C'Q C Vs K is compact en OQ is open. 
K, = {x € V|d(x,k) S e}5 (vgl. opgave 20). 


Bewijs: er is een € > 0 zodanig dat Ke G or 
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V is een metrische ruimte; A, B Gr 

Bewijs: ete Td Ae | | 

(1) de ihn ids FV. TR. gegeven door f(x) = dlA;x), is 
| continu (vgl. opgave 20 en 28); | 


_ (di) als B compact is dan is er een b EB met d(A,b) = d(A,B). 


A is een gesloten deelverzameling van IRA; B is een compacte 

deelverzameling van IRÀ. | | 

Bewijs: 

(Ì) bij iedere x € IR" is er een a € A met pla,x) = d(A,x) 
(gebruik opgave 28 en stelling (7.18)); 

(ii) er zijn a € Aen bE€E B met pla,b) = d(A,B); 


(iii) in een willekeurige metrische ruimte V is (ii) niet” 


altijd juist (neem bijv. V = {xE IR|xS<ovx> TES 


voorzien van de door IR geïnduceerde metriek). 


Zij A= (x,y) E RAxy = 10} ie Be (x,y) € Wx + 2y° z 1} 
Bewijs: | | | 
(1) - er zijn aE€Aenbe B met pla,b) = d(A, B) 4 


(ii) deze a en b zijn niet uniek. 


X is een niet-lege verzameling; V is de verzameling van alle 
begrensde funkties X * IR, voorzien van de sup-metriek. Bie E 
een compacte deelverzameling van Ven laat G C F voldoen aan: 
als (gn) een rij in G is met puntsgewijze limiet gE V, dan 


gE G. Bewijs dat G compact is. 


Bewijs dat de in (5.16) gedefindeerde metrische ruimte compact is. 


Laat Q voorzien zijn van de door IRgeïnduceerde metriek. De 
functie f : Q > IR is gegeven door | | | 

f(x) = x voor alle x met x? > 2 

f(x) = x+1 voor alle x met x° < 2 


Bewijs dat E continu maar niet uniform continu is Op Ge 
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77, De afbeeldingen f : R' > Reng: IR > IR zijn gegeven door 
DEE f(x,y) = (3x + 5y; 2x = 7y) en Ee A 
gy) = Gt y?, xy?) ; 
Bewijs dat f uniform continu isop IR*. en dat g niet uniform 


continu is op IRÀ. 
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68. Genormeerde lineaire ruimten. 
en 


Veel van de in de analyse voorkomende verzamelingen zijn, Deer 
halve van een metriek (die ze tot een metrische, en dus ook tot 
een topologische,ruimte maakt), nog voorzien van een algebraïsche 
structuur. Als voorbeelden van zowel van een topologie als van 
een algebraïsche structuur voorziene verzamelingen behandelen we 
in het volgende genormeerde lineaire ruimten en genormeerde al- 
gebra!'s., 
Zij K het lichaam IR of {. 
Zij E een lineaire ruimte over K; we spreken van een reële resp. 
complexe lineaire ruimte als K = IR resp. K = . | 
Definities. | | | 
a. Een norm op E is een functie 1 | : E > IR die, voldoet aan: 

1e Ixil = 0 *x = 0 | | | 

28 axll = [All xl Eee | voor alle xe E‚y € E, 

39 Ixeyll S Ixil + Iyl \ EK. 

(driehoeksongelijkheid) 
Een (reële resp. complexe) genormeerde lineaire ruimte is een 


paar (E‚ll-|l) waarin E een (reële resp. complexe) lineaire 
ruimte en |l-|| een norm op E is. | 
Opmerking. Uit 19 t/m 3° volgt: Ixil > O,llxll = H-xll en Ilx-yll > [xii Il yll |. 


Zij (E,ll-I|) een genormeerde lineaire ruimte. De afbeelding 

Dt: EXE IR gedefinieerd door plx,‚y) = IIx-yll is een metriek 

op E; we noemen p de door de norm ||-|| op E geïnduceerde metriek. 

Uitspraken van metrische aard over (E‚ll-||) zullen we steeds in- 

terpreteren als uitspraken over (E‚0). Voorbeelden: 

18 Een open bol in E18 een een g {x € Ell xe all < e}, waar- 
inafëGEen €:>=0, | | | 


20 Zij he Er rij (an) in E is convergent me t limiet be 





lim lan=bif Daer 
noo 


38 A CE is begrensd » (AK > 0) Vx Ee A)llxll < K. 





ES Kete WEN bd et ABÄNDE, IG 


40 Een Cauchy-rij in E is een PJ: (an) in.E met 
(Ve > ONIN € IN)(Yn,‚m > Willan=anl Se 
Opmerkingen. Ei, 
1. De metriek op E is ‘translatieinvariant, d. W. zes 
Vx,yoz 5 E)plx,y) = PCxtz,ytz). 
2: Is E niet- triviaal, „dewWsze bevat E meer dan één punt, dan is 
| elk punt van. E: verdichtingspunt van E. Immers: zij E:> ie 
pEE. Er is aE€Emeta*0; alle punten p+Aa met [Al < e/llall 
liggen binnen B(pse)(ga na). | 





In het volgende veronderstellen. we steeds dat E niet-triviaal 





LE. 


(8.4) Definities. _ | | 

a, Een reëel henk! op een reêle inbate ruimte E is een 
afbeelding (+l.) : Ex E 2 IR die voldoet aan: 

19 (x|x) > 0, en (xx) = OS xD. 

22 (xly) = (ylx) (symmetrie) 

30 (x+ylz) = (x[z) + (ylz)) ok | 

50 (Axly) = ACx]y) | | (bilineariteit) 
voor alië x,v.z SE. Ee IR. | 

Een complex inprodukt op een complexe lineaire ruimte E is 





Hs 
__ een afbeelding («|.) : Ex E > £ die WOLdOET aan: 
15 Capa) > Os en (alu) .0 & se 0 
25 (xly) = (YT) (hermiticiteit) 


30 Geyl) = (xlz) + (ylz) 
BE Oxly) = ACx[y) | 
voor alle Xx;y»,2 6 E‚ A € Én | 
Opmerking. Uit. 2 en En volgt Ke = kl y). 


EE 


(8. 5) Voor de in (8, U) genoemde inprodukten definieren we: 
Ì [xl = xleE E E). Men gaat ‘gemakkelijk na dat [lell aan de eisen 
1 en 2 voor een norm (zie (8.2)) voldoet. Verder geldt, voor 
alle x,y € Es | | | | | 
Gre de lot < xl vi hennen Ee wi schaad, 
Immers: voor y = 0 is (*) den A8 VED, dan is 
| (VA E KI (x-Aylx-Ay) > | 
en door substitutie A= sores volgt Cs 
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Uit (*) volet nu dat 


(86) 


(8.7) 


(8.8) 


Ix+yll? = (x+ylx+ty) S Wxi?+ 2fGelyd| + Iyli? 
< || xii ? + 21 xl Il yll | * Wyli? z= (Ixil + Iyll)?; 


-|l is dus een norm op E._ 


Definities. 

a. Een (reële resp. complexe) Banachruimte is een (reële resp. 
complexe) genormeerde lineaire ruimte die volledig 18. | 

b. Een (reéêle resp. complexe) Hilbertruimte is een (reële resp. 
complexe) Banachruimte waarin de norm afkomstig is van een 
(reëel resp. complex) inprodukt, op de in (8.5) beschreven 


wijze. 


Voorbeelden. 


Op IRA en we een reëel EOPROOUK door 


(xy) = Ex, Yi 
del | | 
(waarin Xx = EE = (yi sYasee-sYn)) en normen door 
Ixil, = RES | 
a Sm 
| Ee | | | 
Ixll2= Cx{x)? (Euclidische norm) 
Ixlis= max [x;| (maximum-norm) 
1Sisn | 
Cal, CSS, 2 en U). Er geldt 
(Yx E IRÉ) All, S xls < xila < all, 


Er volgt dat Bk elke bolomgeving van a in de zin van één 

van deze normen bolomgevingen van a in de zin van de beide 
andere normen liggen (voor alle a € IRÌ); de drie normen bepalen 
dus dezelfde topologie GP :IRS:, | 

Uit (6.6), 3 volgt: voorzien van i- |, is IRF een Hilbertruimte, 


voorzien van |l-ll4 of l-lls is IRA een Banachruimte. 


Voor de fijnproevers. Is een norm [| «| afkomstig van een inprodukt, 

dan geldt de parallelogramwet: | | | 
Wx+yll?+ IIx-yll? = 2x? + Uyl?) | 

Met behulp hiervan gaat men gemakkelijk na dat ||-||‚ en |l -ll3 in 


(8.7) niet afkomstig zijn van een inprodukt op IR. 

















(8.9) 








E een (reële resp. 


voor alle x,y,z € E,‚ 


| 


[a 
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Definities. 


Een (reële resp. complexe) algebra is een paar 4E, .) waarin 


complexe) lineaire ruimte Is en … een af- 
beelding E xXE>E (vermenigvuldiging) die voldoet aan 
le Ck y) 


2. x'+ y) « 


= X (y ea) (associatieve wet) 


2 + Ek 


N ON 


di 


| 7) „(distributieve wetten) 
Xx y kk f | | 


(AKN are & - (Ay) 
NIER 
In plaats van Xx … y schrijven we ook XY « 


complexe) genormeerde algebra is een paar 


(E‚Il-I) waarin E een (reële resp. complexe) algebra is, en 


Xx (y4z) 
Be MR y= 


Een (reêle resp. 

|-|l een norm op E die multiplicatief is, d.w.z. die voldoet 

aan | | 
Lxyll S Ixil Iyll 

voor alle x,y € E. | | | 

complexe) Banachalgebra is een (reëte VEsp. 

complexe) genormeerde algebra die als (reële resp. 


Een (reêle resp. 
complexe) 
genormeerde lineaire ruimte volledig is. 


jd 


Voorbeelden: | | 
1. IR en É met de gebruikelijke algebraïsche bewerkingen en met 
als norm de absolute waarde zijn reêle resp. complexe Banach- 
algebra's. | | 
2, De verzameling M(n;n) van alle reële n x n-matrices A = taiji) 


is een reële algebra als we definiëren 
Â + B = Caij + bij) 
GAAT ai) On 
A. B e= C met Cij £ eee ke 
À 


(voor alle A‚B SE MA; E IR). Merk op dat net voor alle 
A‚B € M(nsn) geldt A Bs 


is niet commutatief). 


B 4 A { de Even 


definieren we de 


Op M(n‚n) normen |l-lly en |l-|l2 door 
NAIL; = max |a--| | 
| En on 
All, = 2 |ais! 
Tdi RE ae 4 
(waarin A = (a; jn vel. Cas Aen (8.1: 
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zr 





Als in (8.7) bewijst men dat deze normen op Mín‚n) dezelfde 
topologie bepalen. Met (6.6), B volgt nu: voorzien van || |l; 
of |l.ll2 is M(n‚n) een Banachruimte.ll-|lz is multiplicatief, 


hetgeen ne uit 





2 RS +] > sid Ibl < > | E Ie | 
E 2 a, 5 5 darlibvel & « ZD läayk® E basket 
M(m‚nd, voorzien van || Hinte dus een pese. Beene 





Ga zelf na dat fl-|l: niet multiplicatief is. 


(8. 11) Stelling. Laat X een metrische ruimte zijn, p een verdichtings= 
punt van X, V een genormeerde lineaire ruimte (Cover K), f en. & 
twee afbeeldingen X > V, (an) en (boi twee rijen in V, A € Ke 


Ax 18 Lam fis Elm g(x) = m en an > a; bn > b, dan is 


CP xp | d 

18 lim {[f(x) + glx] = 1 + m, ee 
E 2% lim Af(x) = Al, Aan * Aas 
EO | xD | | 


is V bovendien een genormeerde algebra (over K), dan is 
3% lim flx)glx) = Im, a,b, > ab; 
| XD | Se ne Ohe wd | | 
is V e= Ken is m #0, (Vn)bn # Os: b #0, dan is. 
UO Jim f(x)/glx) = 1/m, an/bn > a/b; 
xD | a OE 
5 limlf(x)| = |1|s lanl > jä}- 
KD 


Zijn f en g continu, dan zijn f + g : XV (gedefinieerd door 


|U’ 


(f+g)lx) = f(X) + glx) en Af : XV (gedefinieerd door 

(AF) (Xx) =Af(x)) eontinu;s is V bovendien een genormeerde algebra 

Cover K), dan is fg : X > V Etgederindeand door (Eg)(x) = 

= f(x)glx)) continu; is V = K‚ dan is [fl : X > V (gedefinieerd 

door [fl (x)- = [ÉCx)[) eontinu, terwijl f/g : X > V (gedefini- 

eerd door (f/g)(x) = f(x)/glx)) continu is in {x E Xlglx) # 0}. 
„Bewijs: volgens (5.12) volgt b uit a. We bewijzen de onder a 








over f en g gedane uitspraken; de overeenkomstige uitspraken 
voor Pijen worden op analoge wijze enne Ba Se eds 
18 Er is een gereduceerde omgeving Ù van Pp zó dat 

_ (Vxe fo - U < le en |lglx) -— ml < Je}. 




















(8.12) 
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Er volgt dat (Yx € U): | Re 
HEC) + glx)} - Clam < HEC) — IL + el) -— ml < 


KP | he 


Er is een gereduceerde omgeving U van p zó dat 
(Vx € IEG) = U < REE 

Er volgt dat (vx 5 u): | ne Es 

AEG) — ALU = lie — a Se. 


32 Schrijf 
dbi, - imll = WfGO)glx) - flx)m + Fflx)m - Iml S 


< If Go) lg) — ml + Iml WEC) - UW. 


Er is een er omgeving U van p_ zó dat (Vx € U): 


IECx) =— 1 < min Garm} 
(voor die x geldt eN S Il + 1) en 


Er volgt dE | 


(Vx Ee DI FGOEGO — Iml | le + he = €. 
“HS ‘Séhrijf af Lak 
__ 1 - | 
ad 1 Lj g(x) ml ĳ 
Iml {evol © 


Er is een gereduceerde omgeving U van _p zó dat 


(Vx € U) EG) n ml < min Belml7 „Zlmb). 
Er volgt dat (Yx € U): 


E. 
25 Voor À = 0 geldt lim Af(x) = lim 0 = 0 = Als stel dus à #& 0. 


Im) - lego) < eG) -_ ml < 3|ml, dus Ed Da dal 
(voor die Xx mn dus g(x) # 0), en 
| 1 DO . 
zg Al Stell. JL 
mj ml eh 
Hiermee is bewezen dat lìm 1/g(x) = 1/m; met het onder 3° 


bewezene volgt nu lim £GB re = Tfnt, 


50 Dit volgt uit eGoT - lall < |ECx) — 1|. 


Zij X een verzameling, V de verzameling van alle begrensde 


reêelwaardige functies op X. V is een reële algebra indien 


we f+g, Af en fg EEE e Vv, A E IR) op de gebruikelijke wijze 


(are L8.dlhs-b) definiëren. We voorzien V van de norm |l -[L: 
IEI = sup [ÉGO (sup=noerm) | 
‘ _xEX ed 


(vele 13): 

















(8.13) 


(8,14) 


FE C8.15) 


fg EV is 


Ee en oe ABANII,81 
Deze norm is multiplicatief, immers voor alle x € X en alle 


FGOBGOL = [EGO |gGO| SHEN « Hel 
dus Ilfgll = sup |fGoO)gbo)| SHEN - Ilell. Met (6.6),5 volet nu: 
XEX | 


voorzien van |l-|| is V een (reële) Banachalgebra. 
Analoog: de verzameling van alle begrensde complexwaardige functies 


op X, voorzien van de gebruikelijke algebraïsche bewerkingen en 


van de sup=-norm;, is een (complexe) Banachalgebra. 


Zij X een metrische ruimte, V de în (8.12) of de in (8.13) inge- 


voerde Banachalgebra der begrensde reëel — resp. complexwaardige 


functies op X (met sup=-norm). 


Stelling. Is (fn) een rij continue functies in V met limiet E 
dan is f aoët ni. | | | | | 
Anders gezegd: een uniform convergente rij begrensde continue 
(reëel = Of complexwaardige) functies heeft een continue limiet 
(-functie). es 


Bewijs: voor alle a € X, x € X geldt 


(+) |fCx) = f(a) | S |£GO = fNGO/ + |ÉNO) — Fyla)l + Fy(a)-f(a)|S 


Ss 2£ — Eyll + Eye) -:fyla)). 
Zij € > 0. Kies in (+) N zó dat If - fyll < de; uit de conti- 
nuïteit van fy volgt dat er een omgeving U van a is zó dat 
Êfy(U) C B(fy(a) ste). Er volgt dat f(U) C B(f(a)se);s f is dus 


GORE In. 


Zij X een metrische ruimte, E de algebra der begrensde functies 

X > Ks volgens (8.12) en (8.13) is E‚ voorzien van de supnorms. 

een Banachalgebra Cover KK). 

Zij F de verzameling van alle begrensde continue functies Es Ks 


volgens (8.11) b is F‚ voorzien van de gebruikelijke algebraïsche 


bewerkingen, een algebra over K. Volgens (8.14) is F een gesloten 


deel van E (ga na). Met (6.7) volgt nu dat F, voorzien van de 


sup=-norm, volledig en dus een Banachalgebra (over K) LS. 
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(8. de Zij X een metrische ruimte. Met CX) resp. CEO geven we aan 





de algebra der reëel - resp. complexwaardige continue tuncties 
op X. | ee | 

Is X een compacte metrische ruimte, dan is, volgens (7.14) en 
(7.15), elke continue f : X > K begrensd. Uit het bovenstaande 
volgt nu: mn | 


Stelling. Is X een compacte metrische ruimte, dan zijn C(X) en 
CLX), voorzien van de sup- norm, (reêle resp. complexe) Banach- 


algebra's. 


Stelling (van Dini). Zij X een compacte metrische ruimte, Ed 
een monotone rPij in CX), f E COO zó dat 


(Vx € X) lim fx) = EC) 
I1”>oo 

ie ) convergeert op X puntsgewijs naar f“). Dan geldt f‚ > f 
in COO, voorzien van de sup=-norm. | | 
Bewijs: veronderstel (Én) monotoon dalend; zij e > 0. Bij elke 
a€ X is een N(a) E IN zó dat | ie 
| (Vn > Nal)lfnla) — fla) = [fnla) - fla)| <e}. 
Beschouw de verzamelingen Ug = (x E Xlfygay) - fx) Se}. 
Volgens (5.14) is elke U3 open; verder is a € U, (voor alle 
a € Xx). We concluderen dat {Vala € X} een open overdekking van 
X iss wegens de compactheid van X zijn er dus AL »A2s-:->Ap Ge 


met X = Ô Var” Gi Ne max (N(a;), N(a, ) »---sNCap)); en m > N. 


Voor Ene x EX Is er een k EE x SS U 

Emi) = EG) < f N(ax ‚) - EC). 

er VOE: dat voor alle m SSN geldt sup Emst — ERI EE. 
xEX 


ar? dus 


Ls: CE) monotoon stijgend, dan passen we het zojuist bewezene 
toe op de an beads | 


We geven nog twee voorbeelden van normen: Ze) C[a, b] de (reële) 


algebra van alle continue functies [a,b] > IR. We beschouwen de 


afbeeldingen L-I4 en 1 is GA > IR: 
b Ee 
IEN, = [EGO fax 
a 
B | sl 
If, = LEGO] dln 
| El | 

















[u 
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Men bewijst gemakkelijk dat Il-1, een norm iss de implicatie 


Hilfllg =s 0 —f = 0" volgt uit de continuïteit van f (vgl. hoofd- 


stuk I, opgave 8). Voeren we nog een (reëel) inprodukt op Cf a,b] 


In door 5’ | 
(£lg) = ff(x)glxddx 
Ee en 


(de implicatie "(f|f) = 0 > f = 0" volgt uit de continuïteit 


norm. | 

Van deze normen vermelden we nog het volgende: 

De sup-norm, |l -ll, en Il - Ils bepalen verschillende topologieën op 
C[a,b]. We lichten deze uitspraak met een voorbeeld toe: 


Definieer fn : [0,1] * IR door 


_ van f), dan geldt Illa = (EIER volgens (8.5) is |l-l|, dus een 


| _(l-nx als 0 < X < 
0 als nsx < 1 | 
Be geldt fe CDE sE n * 0 voor fl-ll, en Ml-ll, (d.w.z: 
Lim IEI, = O‘en lim LE ee 0), maar ft 0 voor de sup=norm 
noo | noo 
(d.w.z.: niet geldt lim sup Én GOL = z 5 ga na (maak ook een 
Sie | | 
plaatje). en Beta | | 
C[a;b] ,; voorzien van |l -|l, of Illa. is niet volledig. We lichten 


deze uitspraak met een voorbeeld toe: we bewijzen dat Grieks # 


_ voorzien van || - he volledig is. We definieren daartoe ; 
fn :e[-1,+1] * IR door 
tD ate A ENE 
ft) = nx als 0 <-x <i 
| ik : | n 
Ì als SxS1 
(maak een plaatje). Er gelat fn E C[-1,1] en (YVn)(Vp > ON f 


n+ 
< ns er volgt dat GE ) een Cauehy-rij in Ot dell alhells) 16. 


Uit het ongerijmde ER we dat deze rij niet convergent 1S 
in (C[-1,1] ll -Il, ): stel er is £ E C[-1,1} met f > f voor [|+ IE 
Stel er is a € (0, 1] met-f(a) #1, zeg fla) > 4. Wegens de con- 


tinuïteit van f is er € E IR, 0 <e <a en k > 0 zó dat 


(Vx Ee [a-e al) > 1+k. (ga na). Voor alle n > is nu 


LE fl > Hie Cx) _ FGO [dx > ke , 
A= E 
tegenspraak. 


pEnls 5 
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Dus geldt f(x) = 1 voor alle x € (0,1]. Op analoge wijze be- 


wijst men dat f(x) = 0 voor alle x Ee [-1,01. Uit de continuï- 
teit van f volgt nu O.= lim f(x) = lim f(x) = 1; tegenspraak. 


xt0 XO 
| Toepassing: differentiaalvergelijkingen. | 


| Zij F een functie [a,b] ee IR. Een differentieerbare 
He : [a,b] > IR heet op [a,b] een oplossing van de (expliciete 
eerste orde-) differentiaalvergelijking y' = F(x,y) indien 

(+) (Vx e [a,bl)f'G) = Fx‚f(x)). 
Zij nu F continu. Volgens (5.17), 1 is de afbeelding x > (x,f(x)) 
(van [a‚bl in TRE kweni: volgens (5.13) is de functie 
Xx Flx‚f(x)) continu. Volgens (1. 7) is nu (+) equivalent met 
(Wxze € [a,b])fG) AG) # ject, f(t) dt. 


We gebruiken deze overwegingen bij het ba van de POEBEDAS, 


existentie- en eenduidi 


| vergelijkingen: 





heidsstelling voor differe 


Beerts (van Picard) Es Prag Kap x IR > IR continu, terwijl 
geldt: pd 8 | 

(*x) Ok > ON (Yx E [a;, DI Cyr ya Ee ROE) -F(x,y2)lS kly:=yal- 
Dan is er bij elke c € [a,b] en elke d € IR precies Één oplossing 
_f:van de ne y!' = Flx;y) (op [a,b] ) die 
voldoet aan f(c) = d. | 

Bewijs: volgens (8. 19) wordt door 


CURIE) =d [ECt, FCH) dt 
| | Cc | | , en 
een afbeelding T van C[a;b] in zichzelf gedefinieerd. We definiëren 


een afbeelding ||-|| : C[ a,b] > IR door 
EN = sup e72kl* elec, 
asxsb 


Als voor de "gewone! sup-norm bewijst men dat [||| een norm op 
C[a,b] is en dat C[a,b], voorzien van deze norm, een Banachruimte 


is (zie de opgaven). 
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Uit 
Ed - col irc, EC) - F(t‚g(o))ldt| < 


s2k|t-el, 2kltrelece)- ECH latls 


pn cl _4 
EK 
2k| x= Oe, 


< elf VECEN >  gCHldt| = = klfe 


Ë 
X 


< Kira … [seit “latr 


= klf-gll - 
< Hf-glle 

(waarin fg e dik: b] ) volgt dat ITf - Tell < Hf-gl|, dus dat T 

een contractie is op (C[a,b] ‚ll -I| ). ditmet contractiestelling 

is er precies één f € C{ a,b} met TE sf, dus (vgl. £8,49)) pre- 

cies één f met flc) = d en f'(x) = F(x;f(x)) (voor alle x € [a, DI). 


(8,21) Opmerkingen. 


E (8.22) 


1. Voorwaarde (+*+*) (in (8.20)) noemt men een Lipschitz-voorwaarde ; 
k heet hierin de Lipschitz-constante. | | 

2. Het gegeven existentiebewijs is constructief: volgens (6,22) 

is met behulp van het iteratieve proces En+1 e If, met wille= 
keurige startwaarde fo € Cla,bl , een pij (fn) in C[a,bl te con- 
strueren die convergeert naar f in de zin van de norm Il *IL Cen 


dus ook in de zin van de "gewone! sup-norm; zie de opgaven). 


Voorbeelden. _ | 

En F(x,y) = y: neem k = da Voor: alle a;, D E IR is er op IR precies 
Één oplossing f van de different iaalvergelijking y' = y die 
voldoet aan f(a) = b CE, hoofdstuk IT, opgave 5); dit volgt 
door toepassing van (8.20) op de segmenten [a-p‚a+pl (waarin 


Pp > 0)(de bedoelde oplossing is bea). 


2. Beschouw de lineaire eerste orde-differentiaalvergelijking 
y' + plx)y = q(x) waarin p en q: (la,‚bl > IR continu zijn. 
Neem F(x;y) = -P(x)y + qlx) en k = max pol. De (enige) 

| 5 a 


oplossing £ van deze aifferentiaalvergelijking Cop la,bl) 
die voldoet aan flc) = d (waarin c € [a, ‚bl; dE IR) is 
waarin. P een primitieve van Pp 48 (vgl. Inf. hoofdstuk Kd 


opgave 18). 
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Opgaven: 


78, 


79, 


80. 


81. 


82. 


(E.M -IL) is een genormeerde lineaire ruimte. 


Bewijs: de afbeelding E > IR, gedefinieerd door x > Ixil, is 


uniform continu. 


E is de verzameling van alle rijen reële getallen a meta: 0. 


Bewijs: | | | 

(i) E is met de gebruikelijke definities van Aa, atb en ab 
(a,b E E‚ A E R) een reële algebra. 

(ii) atllal = sup la |- is een norm op E. 


nE IN | 
Ga E is met de in (ii) ae sende norm een Banachalgebra. 


E ts de verzameling van _alle eontinue functies f : IR > IR 
met de eigenschap dat Serle” Xl ax convergent Is. 
(i) Bewijs dat E een volle: lineaire ruimte is en dat 
Fe llfll = -f{£GOSe “dieen norm op E is. 
En | 


Ca De f(x) = Xx en glx) = Den Bereken || Ell , Well en llf-gll . 


Zij X een metrische ruimte en zij C(X) de reële lineaire ruimte 

van de continue (niet noodzakelijk begrensde) functies A EK 

(1) Ga na dat, hoewel op C(X) geen. sup-norm gedefinieerd kan 

worden, de begrippen lop X uniform convergente rij! en 
Werk uniforme Cauechy-rij' in C(X) toch gedefinieerd 
kunnen worden op de in (5544 genoemde wijze. 

(ii) Bewijs: als (fj) een rij.funeties in C(X) is die op X 


uniform convergeert naar een functie f‚, dan f € ECE. 


(iii) Bewijs: als (Én) een op X uniforme Cauchy-rij is van 


funeties in CX), dan convergeren de op X uniform 


naar een limietfunctie RS CX). 


Beschouw c[ 0,11; voorzien van de normen || -|l1 en Wells Cvet. 
(8.18)). De functies fy € C[ 0,11 zijn gegeven door ES, 

= (/n)x® | | | | 
(i) Bereken fl: en Wlfllz. 

(ii) Bewijs dat sn: en |l-ll, op C[ 0,1] Ge topolo=- 


gieën bepalen. 








83. Bewijs dat voor iedere f E 


S (b-a) IFlls , waarbij I-lls- 
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WEN, S 


en || .ll» 


geldt:|Ifll, S /b-a - 


sup-norm is en || «Il, 


cla ‚bl 
de 


de in (8.18) gedefinieerde 
Bereken ||fll:, Wfll, en IÉll3 


(zie opmerking bij opgave 1,2). 


normen zijn. 





voor f(x) = cos Tx en [a,b] = [0,1] 


BU. Bewijs dat op Cgl a ‚b] door (f lg) = Sf(x)glxddx een complex 
Rn IS, at zn | 
inprodukt gedefinieerd wordt; hierbij wordt voor een continue 


IR > C met f(x) = u(x), + Iv(x) de, integraal over 


gedefinieerd door [fax = Fuian + ifvlx)dx. Geef de 
ä. a a 
bij dit inprodukt behorende norm aan. 





functie f 
[a,b] 


Bewijs dat C[ -4 A voorzien van de norm f WEIL z = 


= Ulerooltaktimniet volledig is (vgl. (8. 18)). 
| ek 


85. 


86. Laat M(n‚n) voorzien zijn van de norm l-ll, Cvgl. (8.10). 


(1) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat |l-|li niet multi- 
plicatief is. | | | 
Bewijs dat voor alle A, Be Mn, n) Eee 

lABIL , |A í BI. 


Bewijs dat A eelAl en . max 
 1Si,jsn 


(ii) 
<n 
(iii) AL lai3 | een multiplicatieve 
norm op M(n‚n) is. | | 


87. Laat C[a, bi voorzien zijn van de sup-norm. 


(Ci) Bewijs: als £ B in Cf a,bl dan is 
‚Db 

lim SE, (x)dx Ee (val. 

nwo a a 


Geef voorbeelden waaruit blijkt dat puntsgewijze conver- 


opgave 27). 

(11) 
gentie van en naar f niet voldoende is en dat uniforme 

convergentie Eek noodzakglijk is voor de juistheid van de 


uitspraak lim PE (x)dx = ff(x)ldx. (neem bijv. fx) = 
no a a 
= n°x(1-x)f resp. js RS = 


38), 





nx(1=x)P. op [0,1]; vel. opgave 


88, 





Bewijs dat de rij uit: opgave 38 niet monotoon naar 0 conver- 


geert. 








89 





90. 








91. 


92. 


‚35. 
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. X is een compacte metrische ruimte; V is de verzameling van 


alle reëelwaardige begrensde functies op X, voorzien van de 


sup-metriek. 
Che ) is een rij continue functies In Y die puntsgewijs naar 


een continue functie fo convergeert. Voor alle x € X geldt 


“bovendien fi (x) > fylx) > fax) > 


Bewijs dat 1E, In E IN U{0}} een compacte deelverzameling 


van V is. 


Laat C[0,2] voorzien zijn van de sup-norm. 

| | xÜ (dx) 

| | 1+xn 

(i) Bewijs dat de rij (Ff) in CLO0,2} convergent is (gebruik 


De funoties ff € c[ 0,2] zijn gegeven door Ek) = 


de stelling van Dini). | | | 
(ii) Bereken lim ÍF, (x)dx (gebruik opgave 87). 
en | 
Laat f > |IÉ|| de sup-norm zijn op Cla, b] 
zij e Slasbl: en a:>.0; 
Bewijs: | | Ee | | 
Ci) de afbeelding |l - Is : Cla,bl > IR, gedefinieerd door 


IEl,= ‘sup e „al xee lecal is een norm op Ola, b]. 


xEl a ‚ bl] 


(ii) er is een getal K > 0 zó dat voor alle f € C[a,bl 


geldt KEN S IENS IEI. 


(iii) Cla,bl , voorzien van de norm f » IIÉl,, is volledig. 


Bewijs dat voor iedere a > 0 de differentiaalvergelijking 


y! = y op [ -asal juist één oplossing f heeft met f(0) = 0 


en juist één oplossing g heeft met g(0) = 1. 


Bepaal volgens het in (8.20) beschreven iteratieve proces 


rijen benaderende functies (fn) en (g) met folx) = 0 (voor 


alle x € [-a,al) en go{x) = 1 (voor alle x € [-a,al). 


Bepaal vervolgens f en g. 


Beschouw de differentiaalvergelijking y' = /lyl. | | | Á 
Bewijs dat op [-1,+1] niet aan de Lipschitz voorwaarde is | | 


voldaan. 














B 








I4, 
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Bewijs dat de functies f en gs; gedefinieerd door 


f(x) = 0 voor alle x €.[-1,+1l en 
| _ (-ix° voor alle x € [ -1,0] 
DT Ex° voor alle x € [0,1]. 


oplossingen zijn-die vôldoen aan f(0) = 0 en g(0) = 0. 


EE Bewijs dat de differentiaalvergelijking y' = x arctg GEEFT 


op [-1,+1] precies Één oplossing f heeft die voldoet 
aan f(0) = 1. _ E 


(ii) Laat (f„) een rij benaderende functies zijn die met 


behulp van het in (8.21) aangegeven iteratieve proces 
geconstrueerd is. Bewijs dat voor alle n € IN geldt: 

a KANE | 

WE hele Ee Et 

(iii) Bewijs dat voor alle n‚p # 0 geldt: 

If 4p ESS se de Foll | | 

(iv) Neem voor fo de functie folx) = 1 (voor alle x € [-1,11) 


|, waarbij IIfIL = sup EGO. 
xEl -1,1] 


en bewijs |lfi- foll= Am - log kb) <3. 


(yv) __ Bepaal n zó dat Ilf fes AO eert | | 








(9,1) 


(8-2) 
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Hoofdstuk III. Reeksen. 
589. Definities en hese 
En ‘het voorafgdände Warden we: nee malen geconfronteerd met 


het probleem, een element a van een metrische ruimte V met een 


voorgeschreven precisie te benaderen met elementen van een deel- 


verzameling A van V (vgl. 53, 56 vanaf (6.22)). Een veel voor- 


komende situatie is de volgende: V is een genormeerde lineaire 
ruimte, A is een lineaire deelruimte van V, en er bestaat een 
rij (an) in A met de eigenschap dat 


(*) lim (art aat .….… + dnd.= A. 
noo 


In het volgende beschouwen we relaties van het type Ge). 


In deze paragraaf is K het lichaam IR of È, en Ezel een 


Banachruimte over K. 


Definities. Zij län) een rij An Ess. E. 


an is gonvergent, met soms" ‘betekent: 
) noo eni | 
Men noemt het symbool Zan, ook geschreven als a, + a, t az+ .…..5 


een reeks (in E); de elementen an heten de termen van de reeks, 
en Sn = ait a, + ….…. + an heet een (de n-de) partiële som van de 
reeks. Convergentie van Zan met som.s betekent dus dat de rij 


(sn) der partiële sommen van es convergent is met limiet s. 


We schrijven 


De ee 
n=1 de 
Bestaat lim Bn niet, dan noemen we de reeks Zan divergent. 


Is Ke Zen is a a dende {k € Zlk > K} > E‚dan geven we 


met XZ an aan de reeks ak + Aka * …. (waarbij (Vn > K)an= aln)); 


m5 


nek | | 
in plaats van ZX a, schrijven we ook Zan. De partiële som sn 
__ nel | De On 
van XZ a definieren we door sn == E Ar 
nek | En _ | Kek 











(9.3) Stelling. Za, is convergent @ 


(9.4) 
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nap 
(Ve > ON E IN) (Yn St > OI ad Se. 
| Ee ne 


Bewijs: uit de volledigheid. van E volgt dat Za, convergent is 


dan en slechts dan als (s,) een Cauchy-rij is; verder is 


n+p 
Ss =S Sart nt ae et, z Ae 
HED rn „et: nz | HD en 
Voorbeelden. | 
1. E= IR ; ES, is convergent, want voor alle k € IN, k > 1 is 
A EN | 
k° TR-Ik C kT Kk 
dus Ee | | | 
S_ntp ee AAD 
Er Ais E Fes jn Dei d< ice 
k=n+1 k=n+1 ae DN 
voor alle n >i en alle D > 0; pas nu (9,3) Loe, 
Ze Bs IRS ze is Pe want voor alle n € IN is 
| 2n il Î 1 | ed kk ‘ 
ze en dr en > = Ei 
se k n+1 n+2 ee 2n 2n | 
pas. nu £9,3) ge | Ee 
n p | En 
3, E = IR 5 ze lekte tes. is convergent: voor alle n E IN 
LS 
n= | 
8 ee ee 4 ce Bal A ld 
Sn ° Î BE: ZKT 2n Si, e S2n+2 P2n RI 2n+?2 
dus de rij Gek ) der partiële sommen met een even aantal ter- 
men is naar boven begrensd en (strikt) monotoon stijgend. Er 
ea zee 
volgt dat en Son bestaat. Aangezien Son -1° Sont mj Pestaat 
OOK 1m So..r Slim Sns A dat lim s, bestaat (ga na). 
| en u en 2n oe 
U 


. Ts E een Banachalgebra en is xE EE, [lx S 1, dan is Sxh 


convergent : | 
n+p n+p _n+p | 
ir sys zr Enk 
k=n+1 k=n+1 ke=n+1 


(multipliciteit van de norm!) en de laatste uitdrukking is 


eh dan ant 


Lel xl ® 
pas nu (9.3) toe. 
Bijzondere gevallen: 


à. ES fs € È, lil <4, dan is EX zZz convergent. 
n20 


men 


Tre) 
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n+i E ke Od 


Î „3 ns 1-2 hie De 
Uit s, = 1+tzt … + Z EE volgt dat hef T=z: 
b. E = Mín‚n), met (multiplicatieve) norm 
May = 2 last. 8 
en MAN | 
Is A © Míny;n),-llAll < 1;-dan is n Am convergent; hierin 
definiëren we A° T; de abahataentr in: We bewijzen dat 
ser B s C-a)=! | N 
m=0 m m+1 Ed 
(vgl. al): (I-A)en = BAR =":E AK sOTsÂ dus 
Dn k=0 k=1 
(Ees ee Tam Cles Le | 
‚me | 
| 
Stelling. 


‚as LS Yan convergent; dan geldt an * 0: 
b. Voor elke NE IN geldt: 


Zan Ìs convergent. ® ZX a is convergent. 
n 
‘ n=N 
Ae Ù | | | 
Bewijs: zij Sn en Ea Cn =.N). a volgt uit an En De 
| nn | en oi ds | (n > 1)3 
b volgt en Sn = Sn-ittn: | 


Voorbeelden. de | 
Ae HE Ee 0 volgt niet East Za, convergent is; Wel Leu ds2. 
E 15 XZ GS. Ë, |z| Ae dan is Zz divergent. Immers 


[zo| = |z| > 1; pas nu Coba Loe. 
Uit de in $8 behandelde rekenregels voor limieten van rijen volgt: 


Stelling. Zijn (an) en (bn) rijen in E‚ is À € K‚, en zijn Za, en 
zb, convergent met sommen resp. s en tE, den zijn ook 2(a, tb) en 
Zhan convergent, met sommen resp. stt en As. Is. E bovendien 


een Banachalgebra en is c € E‚ dan is ook Zca, convergent, met 


n 
som es. [Uit de convergentie van Za, en Xb, volgt niet die van 


Za,b zie de opgaven. 


n’ 





(9.8) Stelling. (“plaatsing van haakjes"). | 
j Laat Zan convergent zijns; laten s en Sn resp. de som en de n-de 


partiële som van Zan zijn. 
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TP IN > IN strikt monotoon stijgend; definieer bn door 


D1 b 


5 SC)” a Sb(n) “ Sp(n-1) VOOr n >d. 


„Dan is 2b, convergent, met som s. 


(9.9) 


EL - C9,10) 


(9.11) 


CSL) 


Bewijs: is tn de n-de partiële som van zb» Ee LS 


bn Rts EI be ser (n >). 
u =d k Ò(1) ke 2 _ò(k) Sper) dn) 


Er volgt dat lim t, = De s 


Cn ) =s (ga na). 
A: | | | 


Opmerking. In een convergente reeks mag men niet zonder meer 
“haakjes weglaten". Zo ontstaat uit de convergente reeks 
AC) CAL) 4 (1-1) + (1- hd es | 


„door het weglaten der haakjes de divergente reeks 


Oe DE ee A ee A 


Definitie. Za, Hebt absoluut SOV ERE, indien Zil a, Il convergent 


18: 


Stelling. Zan eRdp en Songgpeent > Za, is convergent. 
Bewijs: er geldtl|| 2 adt < 2 lajdt 5 pas nu’(9.3) toe. 
| _…__k=n+1 k= n+1 


n+1 
Opmerking. In (9. 11) dt ne! niet. Zo is s 2e convergent 


maar niet absoluut convergent (zie (9.4), 2 en 3). 


(9.13) 


Stelling 'omschikking der termen"). 
Is Za, absoluut GONE EEE en is dò : IN — IN een bijectie, dan 


is Za ) convergent, en 


ve 
= Xa 
ke Ton) n= tone 


Bewijs: laat s de som van an zijn, en laten sn en tn de n-de 


partiële sommen van resp. Zan en Zas (n ) zijn. Aij € > 0. Wit 


de convergentie van zal volgt dat sf NE IN is zó dat 


z lat < ze. 


kaN+1 
Voor alle p > 0 is dan 
Is „sl S > llal S< EZ lla,ll < Je 
| a ntt k=N+1 k 


N+p 
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en dus | nnn 5 
Is - sul = lim ils - sul < Je 
| N po N+p N | zalf 
(aangezien de norm continu is). Ë 
We vergelijken nu met elkaar s, en: tj. Is M = max ò”!(i), dan 
| | | 1SiSN 


et geldt voor alle k > M: tj, bevat alle termen die in Sy voorkomen 
(ga na), dus | | 
lij = sl S It, 


st eer sl. Ella + de Se. 
N N n=aN+1 nf 


dl 


S e 


Er volgt dat lim tr 
on 


(9.14) Opmerking. In een niet absoluut convergente reeks mag men de 





volgorde van de termen niet zonder meer veranderen. Als voor= 
beeld beschouwen we | 


n+1 
he 


2 1e Jt dekt dee (som en n-de partiële som 


| 6 s resp. Ss) 
en daarnaast de reeks | | 
1 <1 EE EEE SE A NE EP | | Ee 5e 

1 +4 ed + t 5 & Eet tart een (som en n-de par | 
„tiële som t resp. tn ) 
die uit de eerste door een oitkehikk ine van de termen (neem af-— 


wisselend twee positieve termen en een HEEALEEVE term) ontstaat. 





Noem u, = 1 El oe. + z, Aj is | 
en | 
| | 1 1 
e hin ET ein in … Som 2Ur 
ein TU) +AlUgg = U) = Sin + 2n | 
waaruit volgt lim t, = ds en dus ook lim t‚ = 2s (ga na). 
3n 2 n - 2 
__ noo no 


Men kan bewijzen dat men uit elke convergente maar niet absoluut 
convergente reeks met reêle termen door omschikken van de termen 
een convergente reeks met willekeurig voorgeschreven som, en 


ook een divergente reeks, kan verkrijgen. 


(9.15) Stelling (produkt van twee reeksen). 


Zij (Ell -Il) een Banachalgebra. Laten E a, en Z b absoluut 
n0 n20 


SSRVEEENTe reeksen in E zijn, met sommen resp. s en t. 











(9.16) Voorbeeld. EAN ie Bs hike de Dan is 
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Dan is Ì c_ waarin 


n20 ee | | | 
E- 55 a,b EK js E Eel 
n kes 0 kn-k ne EE u, „e 
absoluut convergent met som ‘st. 
Bewijs: uit | | 
Ce) Y le „lS ( 5 la, HC E ID, Ds ( 5 hie, ie > 0 „) 
RR kel 1=0 k= 
volgt dat de partiële sommen van Z jo, eer monotoon stijgende 
n>0 | 
naar boven begrensde rij vormen, dus dat Een absoluut conver- 
| ‘ | ne20 | 
gent. is. Uit. | | 
2N | erge SE an Mars he N ___2N+k 
OE X abs =( Z-a,d( 2 b.) + EZ > a,b; + 
n=0 * 0e TETE Enja 1e ved dt deed nahe € 3 
N ANT Ze 
+ X pn ab; 
1=0 keaN+1 
volgt dat | 
2N N N af 
li Zee l:EdICE belt < 
n=0 ® k=0"k 1=0 k nt gk rt | 
N 2N N 2N 
<S ( 2 Hale X HED a > bj) DZ Wa,ll) 
k=0 laN+1 1=0 kaN+1 
en limietovergang N > @ leert ons et 
n | Dn 2N j | 
lim 2 Cy 5 lam &» Cn = St 
| n>o k=0 _ Nw n=0 d 
(ga na). | | 
Opmerking. Zij b een aftelling van de verzameling van alle ge= 
ordende paren gehele getallen (k,1) met k > 0, 120, d.w.z. een 
bijectie IN > (IN U {0}) x_ CIN U {0}; zij dn) = Cb: nd) ;pa (nd), 
dy = Ab, Cn)Po, Cn) (n E IN). Met behulp van een analogon van (*) 





bewijst men dat Xd, absoluut convergent is; uit (9,13) en (9.8) 


volgt nu dat 2 d set. | | 
| en bd ne ee SE fel 


ee ass. | ik kyy.n=k ka 
_ = ( Ex te D > (Cx ) Cx } E (n+1i)x , 
A n=0 





(10.1) 


(10.2) 


(10.3) 





er AD) 











IN 
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5610. 





Reeksen met reële niet-negatieve termen. 


Stelling. Is (yn € IN)an > 0, dan geldt: | 

Zan is convergent ® de rij der partiële sommen (sn) van Ean 
is naar boven begrensd. had Ged | | 

Bewijs: de rij (s) is monotoon stijgend en is dus convergent 


dan en slechts dan als hij naar boven begrensd is. 


Opmerking. Is (Yn € IN)an > 0, dan is de reeks Zan convergent 


dan en slechts dan als hij absoluut convergent iS. 


Stelling (integraalkenmerk). Zij NE IN; zij £ INS + IR 
continu, monotoon dalend en positief. Noem an = fn); dan 
geldt: 


X a ae convergent „ ff) dx is convergent. 
n2N ‘ ‘ N | | 


Bewijs: uit de continuiteit en de monotonie van f volgt dat 
voor alle n > N geldt: 


n+1 
fln+1) $ f fG)dx < £(n) 
| ke 
IE | n+1 Sh _on=1 
(*) flnt1) -— J flxldx SO en (++) [fG)dx S ZE f(k). 
| n Os ì ee N | k=N 
Noem B a 
| 8 n | 
GN ras E f£(K) — fra (n > N). 
| k=N | N | 


Volgens (**) is de rij (bn) näar beneden begrensd; uit (*) volgt 
dat (bn) monotoon dalend is. We concluderen dat Lim bn (als 
| nr» 


rebel getal) bestaat; er volgt dat lim > ar bestaat dan en 


n no ke=N 
slechts dan als Lijk FÊxrdx bestaat (ga na). 
no N 


Voorbeelden. | 
dar Me als fe) ie =. Met (6. 15) 1 Reien zt is convergent als 
p > 1 en divergent als p <1 (vgl. ook (9.UJ,d en 2). 


= Ee 
N= 2, fx) = EE 





CLOE) 


(10.6) 


(10.7) 


ABANII,97 


Uat 5 28 | 
| lim f TI = lim {log log p = log log 2] = +» 
po 2 Ent p>oo | 


volgt dat X À 


—_— divergent is. 
| log n 
n>2 F | | 


NA ka LARIE =. Uit het bewijs van (10.3) volgt dat 





Er 
limb, (als:reëel: getal) bestaat, met. bj-als in-(***), Er 
volgt dat | 
lim (1 + A +... + î = log nì.= Y 
noo | 


(als reëel getal) bestaat; Y heet de constante van Euler 
Aye OeBildssele 


Stelling (majorantie). 


Is(Yn € IN) 0 San S bnp en is Ebn convergent, dan is ook Zan 


convergent. | en 
ntp __nt+p n+p n+p | 
Bewijs: dit volgt uit | Z arl = EZ ak S EZ bk =| 2 bil 
k=en+1 kean+t1 k=n+1 kan+1 


door masten van (9.3). 


Det (10. 5) veter: 

a. Is (Vn € IN)(an > 0 en en > 0), bestaat lîm ‚dn = m (als 
reëel getal) en is Zen convergent, dan i8 “Ean convergent. 8 
Immers: (JN E IN)(Yn > Nan <S (mt1)ens volgens (10.5) 


(neem bn = (mti)c,) is EY a convergent en dus is ook 
| n 
n2N+1 En 





Zan convergent. 








b. Is (Yn € IN)0 San S bn en is Zan divergent, dan is ook 
Zbn divergent (uit het ongerijmde). 
Voorbeelden. 


| _ 1 Ek | 

Ls Er is convergent , want ee) “ne 22 Îs convergent 

(vgl. (10.4),15 zie ook (9.4),1). | | jd 

2. NE divergent: uit Lim-/r = 1 volgt dat er NE IN is zó De 
nyn noo Ì 

PG | 1 Ee as, 

dat (Yn >_N) << 2, dus (Vn 2 > ==, terwijl 2Z= di- 

Ee Ee. á 


vergent is. 

















(10.9) 
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3. EX EE is ENE Gog n)98 N _ „108 n loglog n_ 
T a floe ni Sen Ae 
z „iegtog n, er is N Ë IN zó dat (Yn > _N) Loglop ne Ze dus 

woon atten SN isde terwijl DE conver- 
log n)'08 ee jn 
gent is. | | 
Ke, zE on 3 1S eonvergent, want im zit fie Z, en ze ib 
n=? Er 5 | | ne n | | 


/ 
cónvergent. 


Stelling (kenmerk van Cauchy). Is yn E Nan > 0, dan geldt: 


Is limsup' Var Gt dan 1e Zan convergent ; 


is limsup /a, = SA: dan is Za divergent. 


n 
Bewijs: a. bena dat 0 Sa = limsup Van < 1; De 


as<r<i. Aangezien a het grootste limietpunt van de rij 
n 


(Ya n) ís zijn er hoogstens eindig veel n met /a a Hier Le 
dus NE IN zó dat (Yn > > Nar Sr en dus an S EN Uit de con= 


vergentie van Zr (zie (9.4), „u volgt die van E an en dus ook 
neen | ‘ 


die van Zar | 
n . 

De Veronderstel dat “limsup Van re Is limsup Van ER dan is 

de rij (va n) niet naar boven nt is limsup va, een 

reëel getal a > 1, dan zijn er oneindig veel n € IN met /an > 1. 

In beide gevallen zijn er oneindig veel n € IN met an > 1; 


volgens (9.5),a is Zan divergent. 


Opmerkingen. | 
1. Uit (10.8) volgt: is (Yn:€ IN)a, > 0 en bestaat Sn Je = ms 


dan geldt: is m S des dan is Zan convergent, en i8 Gie, dan 


is Zan aivergent. 


2. HEt Limeup Jan 1" volgt nóch convergentie, nóch divergentie. 
Zo is Zan met an -À divergent, met an = 5 convergent; in 
beide gevallen is limsup /äan = lim /äan = | 

. noo 
Voorbeeld. Ee | 
Ener? is convergent voor alle a € IR en alle r € IR met OQ <r <1, 
Wark rates a logis = | 
lim /narl = lim re tt md. 


noo | noo 





Er 
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(10.11) Hulpstelling. Is (Yn e E HSE > 0, dan is 


#02) Destil. Uit (10.11) volgt: is Cn e IN )an >” 0 en bestaat 


CLS) 


(10.14) Opmerkingen. 


Is limsup nl < Ls dan is Za, convergent; 
| a | es, 
1s' liminif a > 1, dan. is Za, divergent. 








liminf — nn liminf Ja n S Limsup ae limsup DE, 
| en n 


Bewijs: de tweede ongelijkheid is triviaal. We bewijzen de 


derde ongelijkheid; de eerste wordt op analoge Wijze bewezen. 
dn+1 





De derde ongelijkheid 1s waar indien ]imsup ee = +oj VEr- 





| n 
onderstel nu dat 0 Sa = limsup il < +o, zl, Ee > 0. Aange- 


n 
zien a het grootste limietpunt van de rij Ee 





1) is, is er 








| An+1 n 
NE IN zó dat voor alle n #2 N geldt: 5 < atle, en dus 
geldt voor alle n 2 N+1: | | | 
_ An An=-1 es ANH | Amel 
an > B ans ee An AN S (atje) AN 


(te bewijzen met behulp EA Bndusete waaruit volgt 


Jan < (atde) Laneonf 


De limiet van het beenen voor n > is atie (ga na); aange=- 


zien at je sSa te is er dus M € IN met M > Nei zó dat voor 


alle n > M Bn Jar S ate. Er volgt dat EANSUD Ja Sn 








lim an+1 dan bestaat ook lim an, en dan zijn beide limieten 

noo n | | noo | 

gelijk. Voor de rij (an) met an = 2 $ Lel) geldt Lim Jar 

j k an+ 1 tk 5 ee An+ 2n+1 _ no 

(ga na) en liminf = 2, limsup —= = 35 uit het bestaan 
he n : An An +1 

van lim volgt dus niet het bestaan van lim e 

no rj”>oo dn 


Een onmiddellijk gevolg van (10.8) en (10.11) is: 
Stelling (kenmerk van d'Alembert). Is (Yn € Ae > Q, dan geldt: 











dAn+1 
An 





de EE (10.13) volgt: is (Yn € IN)an > 0 en bestaat lim ve is 
dan geldt: is m$ 1, dan is Yan convergent, en is m2 1, dan 


| 

| 

aj cm dan 

is Zan divergent. ‘ EE: dl 
| | 


[ND 
. 


Geef zelf voorbeelden van rijen Can) met (yn € Na, > 0 





A B 
waaruit blijkt dat uit elk van de uitspraken SD en: Ie 

aAn+1 > gn Atl a " " rd <q D | 
líimsup 5 le AMIN on 5 1 > SLaminf nn nóch 


n. EK . nn k 
convergentie, nóch divergentie volgt. 
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E (10.15) Voorbeeld. Voor alle a € IR is- 2 are convergent, want voor 
alle a # 0 geldt: 
lim lalt*” Jalf = iik = 0 (vgl. (9.11)) 
nom ODI nl ne MH ET 
Met (9.5) ,a volgt nog dat | | e4 
| Me | | 
ì …_£) (Va E IR) lim ar sl 
n>oo le 


(hetgeen en achte thoeke te bewis ien is). 





Volgens de formule van Taylor (zie (2.10)) is er voor elke 


a € IR en elke n € IN een E tussen O0 en a met 


a a an 
a eee At , nen n 
ed = 1 Er + 5 + EE ren + R_(0;a) 
ant 





waarin | n+1 | | 
ns | ä a 
ERS Ks a) > 1 e£| En+ij ie 
dus lim RO; a) = twan (*)). We concluderen: 
| oa gn | 
(va je: IR ) x HE = @ 





n=0 


an+1 


E (10.16) Is (Yn € IN Dan > 0) en Lim .= 1, dan leveren (10.8) en 


n 
E10. 13) geen. uitsluitsel. ten aanzien van de convergentie van 





Za,- Soms is dit uitsluitsel dan te verkrijgen met behulp van 


het volgende kenmerk: 





Stelling een van Raabe). Is (Yn € IN)an > 0 en bestaat 


lim ALE = 1) =-m, 
no 5 


dan geldt; is m< =1, dan is Zan convergent, en.18 mm > =l, dan. 
is Yan divergent. | | | 
Bewijs: is m$ -1, dan is er p > 1 zó dat m < -p < -1. Noem 
bn = 5 Cn & INS wit en. | 











De pt d 
1 im SEE. = = [-p(1+x) Pr nn = =D 
XO | 
volgt dat. Ei | 
Lijn n{ ed — 1) = lim n [C1+2) P-1] 5 es. 
noo A No En 
Er volgt (ga na) dat er NE IN is zó dat n.N: 
Bd > iet _ä 
nl — 1 ne 1), en dus NL 
an __b : b 


Pe a | | n sen 














Eli LDD 


(10.18) 
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Voor alien >N is dus | 
| | br 











Nn” än- ' An=2 "1": an De Dat Dap ee Ne 
AN ; iS 
Ee Br » | bn 


(te bewijzen m.b.v. volledige inductie), en uit de convergentie 


van & p= br: volgt (met (10.5)) die van Zan: 
| n2N *N _ 
Is m > -1, dan is er p <1 zó dat -1 < -p'S m. Is bn = 5 (n E IN), 


en met een redenering als boven zien we: 
. bn. Met (10.6), 


dan is Zbn divergent, 
(JN E'IN)(Yn > Nan > 


oermginenne 


b volgt de divergen- 











| by 

tie van Zan. 
î e . . en 

Voorbeeld. a, = haten oe 3-5 SE 

| (nt) (2n+1) 2eUe6* (2n)-(2n+1) 

| Bk | a 

er geldt UE (2n+1) dus lim At - 1, en 

| an 2 n+2)(2n+3)”? kee Se 

kn : n(=6n=-5) 3. ‘ 

lim n (- 2n+1 ijs lim To) ORT) 5 mel 
noo n no (2n+2)(2n+3 2 


met (10.16) volgt dat Za, convergent is. 


Bij het convergentieonderzoek van reeksen kan de volgende stel- 
ling soms goede diensten bewijzen: | 
stelling. 
Î 

(*) lim me C 

n>e ne Pm ; 
bestaat (als reëel getal), en c > 0. 
Bewijs: noem je 

Dn Tren ek GS INJ4 

Ho nPeTPm 4 

ee Ee n+i, n+t 

er geldt b_,4/b, = en /(n+1) dus 

log Do41 7 log b, =={n+3) log (14E) +1. 
We beschouwen de reeks Za, met an = dine 1) log(1+5 re Dab de 


formule van Taylor volgt dat er voor elke x ik een E tussen 


0 en x is zó dat s 
tn Me X 
log (14x) AET ET 
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dus | | | | | 
sis + J)log(i+tx) + 1 = pe SCHE maer 
X 2 8 Tú s 3 1+E 6C1+E) * 
Er volgt (aangezien 1+E > 1) dat 

(Vx En 1 | Sr be, 
en dus | 


| | le 5 5 Ee 1 | 


Uit de convérgentië van TL pe de (absolute) convergentie 


van Zas er volgt dat lim log bn = lim [log b, + & (log be + 
| fi sep es A, k=2 


= log b-4)l bestaat. Substitutie in de functie exp leert 














ons dat 
ne n! | 
1m B = lim PT 5 
noo n>e nie "En 
bestaat en -Q iS. 
Opmerkingen. | | Ee / On | 
1. Men schrijft wel n: = en e S/n; vgl. Enf. (2.45). 
2. We zullen later bewijzen dat e = {213 met c = /21 heet 
C+) de Formule van Stirling. 
Voorbeeld. an 5 E ; er geldt lim Las = 1 (ga na). 
n/a 1e! lg | n 14 
Uit lim £ == > 0 volgt: (JN E IN)(Yn > Nan = > ges | 
Ha Nt #0 | 
no en! Ì e ni n 


uit de divergentie van DS volgt (met (10.6),b) die van Za. 
‘ | JE | | Én 
Uit het bovenstaande volgen criteria voor de absolute conver- 


gentie van reeksen in Banachruimten. We vermelden apart: 


Stelling. Zij (E‚ll-ll) een (reële of complexe) Banachruimte, 
Zan een reeks in E. Dan geldt: 

Is limsup EE ls dan is Dn 
is limsup Aran Se dan is Za, divergent; 


8: + € een 
1s limsup Teer S ik dan is Za, absoluut convergent; 


absoluut convergent; 


| ans 1l 
nne 
Tal 1, 


Bewijs: de eerste uitspraak volgt uit (10.8), de derde uit CLG). 


is liminf dan is Zan divergent. 


Volgens (10.11) volgt de vierde uitspraak uit de tweede; we be- 


wijzen daarom alleen de tweede uitspraak. 





RN 


Je EREN ATEN EE ee 





Ten nrden merker ie ne ne epe een aenema een ee eem 5 mm Geese Ee - ob en ver Dep an SA mee NE eenen en Ge eeen nr met Belde nen en a dr ern) Oer vee Edge. mn 
nen & ve ee Taen Ge Seren me ee sevens On em Seen SN EN EI REE rbe en … meen aan 
En nne meer ent EE ae Epen Banen rn ee ek en ann - 





(10.20) 


(10.21) 
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[Merk op dat deze niet uit (10.8) volgt, Immers uit de diver- 
gentie van zlla, ll vorgt niet die van Zans vgl. (9.12).] 

Uit limsup Aal et volet: er zijn oneindig veel n € IN met 

Aal > 1, dus lla,ll > 1 (vel. het bewijs van (10,8)); volgens 


(9.5),a is Za, divergent. 


Voorbeeld. E z Ë an = SERT waarin ad een niet geheel complex 
getal is. Uit 


La zer / die 1 
ne | 


volgt dat Za, absoluut convergent en dus ook convergent is. 


Toepassing: de exponentiële functie. 
ZeSpaSe n 
e î TX 
Is E een bBanachalgebraen is x € E‚ dan is BOT absoluut con-— 
vergent en dus convergent, immers 
n A 
x À 1 n 
Wall =S xl S Wxll: 
ne eel 
pas mu {10,15} en (10.5) toe, 
Oo 


: ‘ 
Voor alle x € IR geldt EX nT = e* (zie (10.15)). Voor E = Û 


Of Mlmen) definiëren en de exponentiële functie TOM adt N 


door 


exp XxX z= Ì är. 
n 
nek 7 


We definieren hierbij (Vz E £)z° = 1 en (VA E M(n‚n))A® = T 
(de eenheidsmatrix). We schrijven ook exp x = eX. 


Volgens (9,15) is, voor alle x,y € Er 


El ke FE oo 
Cexp x)lexp y) =( Z er) ( 2 Lr) == E Be 
n=Û en ’ n= 
ae n k A= n 
5 HK MW d Hs tek 
en * Er KT COT “at er 


Voor alle x,y € £ of voor alle xXsy E M(n‚n) die commuteren 
(d.w.z. waarvoor geldt xy = yx) is dus 

On 5 (ied Jm! 
en 


(exp x)(exp y) = exp (x+y). 


4D. 


CLE. 2) 





CAT) 





en 
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. Uniforme c@nvergentie. 


In deze paragraaf is K het lichaam IR of Û. 


Zij X een verzameling, E de algebra (over K) der begrensde 


functies X > K, ll-il de sup-norm op E. Zij (En) een rij in E, 
FE B. 


Definities. 


d 


Ken 


fn heet puntsgewijs convergent op X, met som(functie) f, 
indien voor elke x € X de reeks 2f (Xx) in K convergeert, 


met som f(x). 


fn heet uniform convergent op X», met som(functie) £, 


indien Xf, convergeert in (E‚ll ll), met som f. 


Uit het eerder behandelde volet (ga na): 


A. 


[or 


10 


|A 


|D 


| h 


2f, is uniform convergent op Xs met som f * de cij (sn) der 
partiele sommen van Xf, convergeert naar f uniform op X 
(vel. Chadhd. 

Efn is uniform convergent op X, met som £ > Afse 15 punts 
gewijs convergent op X, met som f (vel. (5.3)). 

Efn is uniform convergent op X, met som f£ Ee 


> (Ve > ON(HN E IN)(Yn > N)(Vx E X)IIFG)- E fr] = 
oo ks 
2 fy) | 8 (wel, (hl. 


k=n+1 
Ef, is uniform convergent op X * n+p 
Se (VE > OJLIN S Nin == NIP > Oil. EZ beh SES 
ket 
n+p 
* (Ve > OAN E IN) (Yn > ND (Yp > O(xEND| EF FGO Se 
(vgl. (6.6),5). | | sne 


Is X een metrische ruimte en is Xfn een op X uniform con- 
vergente reeks continue begrensde functies met som f, dan 
18 Lomba Cv LBA. 

Zij X een compacte metrische ruimte; veronderstel dat 

(Yn € IN)fn € C(X) en dat (Yn € IN)(Yx € XEFrlx) > 0: Is 
Xfn Puntsgewijs convergent op X met som f en is f contanus 


dan is &fn uniform convergent op X met som f (val. (8.17). 
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(11.4) Voorbeelden. 


de 


[No 


|oo 
& 





K = IR, X = [0,4]. Exil is uniform convergent op {0,41 met 
en | 
som Te want | 
5 n ke RL e 
(Vx elo, - Ex = S (3); 
ek ied lx 


pas nu (11.3), a toe. 


Het kan ook anders: Ex? is puntsgewijs convergent op [0,4] 


met som 1 (val, (A), en 5 GOntimt óp |Qstl., en 
(Vn € IN)(Yx € [Oo,4I)xA > 0; pas nu (A13); f£ toe, 
Ke Mss lil: E(l-x)xh is niet uniform convergent Op 


[0,11 , want de reeks convergeert puntsgewijs op [0,1] met 
discontinue som £: | 

LR) Kals B ût) 

orn 


Pas nu (11.3), b en e toe. 


K = IR, X = (0,1). Zxh is niet uniform convergent op (0,1): 
er geldt | | | 
(2) (Vn E IN) lim IxP*À) = 4. 

xt 1 


We passen nu (11.3), d toe: uit de uniforme convergentie van 
Exit op (0,1) zou volgen (neem € = as Me N wast: B 4d 

An S Noves Sl 3 
hetgeen in tegenspraak is met (*). 
det kan ook anders: uit de uniforme convergentie van Exit. op 
CO zot Cmet (11,3), b) volgen dat Ex? op (0,1) puntsge- 
Wijs convergeert met som f waarbij f begrensd is op (0,1). 
Echter is 


(Wx E (0,1) Ex ze 
n= | 





en Te is niet begrensd op (0,1); tegenspraak. 
Opmerking. Hoewel (Yn € IN)(Yx € (0,1))xA > 0 en F continu 


ies 18 (11.4), f niet toepasbaar: (0,1) is niet compact. 


stelling (kenmerk van Weierstrasz). 


Is dn Een convergente reeks met reëele niet-negatieve termen, 


en 1s. 
(Yn € N)(Yx € X)IE GOL S an 


dan is 2f, uniform convergent op X. 


(11.6) 





blded) 
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Bewijs: uit het gegeven volgt dat 
(Yn € INDIEN Sa; 
pas nu (10.5) en (9.11) toe. 


Voorbeelden. 
1: Ke By X 


en 


n 
Z 
14 Ellzis ds Zar is uniform convergent op X, 


want 
zr ed 
(Vn € N)(vz € Olarl S 
en 2e is convergent. 
Ke, X 
econvergent op X, want 
(ar ES MNS Ke SS lleE) 


en Z(1-e) is convergent. 


[ND 
® 


{ze El |zlS 1-e} waarin 0 Se <1. Ez is uniform 


Stelling (termsgewijze integratie van een reeks). 
Za) LE) sen Pij Funeties in Clasbl zó dat ZE uaiform conver- 


gent is op [a,b]. Dan is 


Db oo le) F ) 

SL 2 f_lallda e=, ZE Ca)dx. 
n 

a n=1 hei & 


Bewijs: we voorzien C[a,bl van de sup=norm Il -Il , en we definiëren 


de afbeelding I : Cla,bl > IR door 
b 
ICES > ELITE, 
a 
We bewijzen dat I continu en zelfs uniform continu is: 
er geldt 
(Yx ES fasblijf(x) =— glx) =S If-gll 
dus H 


ICS -— ID] = LEG) - gOONldx| < (b-a)llf-gll. 
a | | J 
Er volgt dat bij elke € > 0 een ô > 0 te vinden is, namelijk 
Ö = e/(b-a), zó dat voor alle f‚g € Cla,;bl met Ilf-gll < 6 geldt 
LEGE) me TEE) Se | 


Noem f = XE Es volgens (11.3), e geldt f € Cla,bl. In 
n= 


n 
(Cla,bl.lt-N) geldt Z fy > fin > oo); uit de continuïteit van 
k=1 


E Wolgt vels Lel dar 


RAE EREN EPS Pe AEP EEDE EPE ND ED EL NRE EO PE ERD WADE TE Er GEK EU 














aki ier randen vienna mn nin id eee 
í 


(11.8) 
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n n 
EIA) = ICE Fi) * IE) (n >) 


k=i kel 

en dus 
2 Sfax e= SL E EGO ax. 
k=i a a Kai | 


Voorbeeld. 


Voor alle a € (0,1) is EX x uniform convergent op [ 0 ,a] 
| n20 


(met som Ts) immers (Yx € [O,al)lx?| <a? en EX aï 
n20 


18s conver=- 


gent; pas nu (11.5) toe. 


We passen (11.7) toe: termsgewijze integratie van XE xÌ Op 





| > 
[O,al leert ons dat | | n2() 
oo anti 
x Se lôg (izsal fb Sa Zas. 
A n+í . 
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Opgaven: 
1) M(2,2) is voorzien van de norm A > |lAl = Z aj! 


a oe 1Si,jS2 
LAS ne lsÂ, | 
Bewijs dat EX B convergent is en bereken AT! met de methode 

n20 | | 
van (9.4), voorbeeld Ub. 


2. M(2,2) is voorzien van de norm A te Al = 5 EREN 
oe | | ej ep AJ 

. d cl 1 3 J 
Zij A = 2 met la 5 


O 
Bewijs dat X Af convergent is. 
n20 oo 4 | 
Leid hieruit af: EZ (nti)al = (Tzayz> VEL. LS L6T. 
n= 


gemene 


/ 


3: Zij Za, een reeks in IR met an > 0 voor alle n. 


Bewijs: 





al 
Zan is convergent dan en slechts dan als Z 


gia Gonvergent iS. 
a es 


n 


u, Laten Zan en Xb, reeksen in IR zijn. 
Bewijs: 
J (-4j0tÎ 
(Ci) de reeks Da 
/n 


(ii) Zan is convergent en 2b, is convergent # Za,bn is con- 


is econvergent; vgl. (9.4) voorbeeld 3. 


vergent. 
(iii) Za, is convergent en Xb, is absoluut convergent > 
> dab, is absoluut convergent. 


Ea 


(54 Bewijs: 


5 1 EE: 
EM 
Den 2 1 1 
san n(n+1){n£2) — nUn+1) — CAI) CREI)) 
Cr) ĳ log(1 =— En = -log 2. 
en) 
n=? 
Ca > arctg L EA 
En Oe 1+ntn? — ú | 
(gebruik opgave II, 11, (iv) met Xx = n+1 en y = =n). 





Pr menbeterd veen ee ree ee ene vetes 





6. 


7Ì 


Ö 4 


Ll 


EN 
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Laat zien dat in (9.15) de voorwaarde dat Zan en Xb, beide 
absoluut convergent zijn niet noodzakelijk is. Beschouw 
daartoe bijv. de reeksen 1 - } + &-l+dA... en 


5 b 5 
1 + 1 +0 +0 +0... 


Bewijs de divergentie van de reeksen: 


Ca) Zdar wenn 
/2 /3 Ji 

stan 2 3 4 
(11) STEF Tee 

vans 8 D a b 
(iii Fte Tú Eiken (a # b) 
(iv) 1 theta. 
Bewijs dat de reeks (5 - 4) + G& -Ê) + (Z- 8) 
convergeert en dat de reeks 5 - 4 +&-4&+dZ-8 


divergeert, 


Bewijs: 


oo tied oo 
Ee) À en z 5 & Een 
n=i ie n=1 P 
(ii) > nn 
Te Lenelje TH me 
n=Û ned 


Zij Zan een reeks in Ô met anp # 0 voor alle n. 
Bewijs: 


n 
(i) als fla, } 1 voor n >» dan is Zan divergent. 


(ii) als 1 voor n * «dan is Zan divergent. 


a 

fik 

ee 
ci. 

Zij Zan een reeks in IR met an > 0 voor alle n. 

Bewijs: 


a 
als n(EE = 1) Y -1 voor n > @ dan is Zan divergent. 
ï | 


Bewijs: 


Ee 
bi 10 En 18 EAA. 
Med 
(ii) An < > Ì < 3(m+1). 


nst Cntí)An 
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13. Bewijs: 





ee de en nd 1 Dn 
| (1) Ne n _ he Ee d ES + KALS + Dr) = log, En 
| En 1 1 k 1 
* DEE memmen zo — 
(ii) oee (CST ân+lt . e e u e + ORT) Log Se 


ik, Ga na of de volgende reeksen convergent zijn: 
| (1) X(1 — cos 2). 


Re . n 
(ii) 2 SLI Gri 





ERE en ek nent ern see ee eer een Be 


CLA) Ze OOS a 
n 
(log nj 
| GR (log 3) 
| Gh De ad 
| . ad n+1 
(vi) Ze log ==. 
E n n 


(vii) ri = ein Ey, 
n n 


15. Voor welke reêle p zijn de volgende reeksen convergent? 


(i) xioan 
„Pp 


GÌ) SP Togn: 
(iii) Zne X 


(iv) ze (Brie) (laat p = -1 buiten beschouwing). 


16. Bewijs de convergentie van de reeksen: 





TT 
(1) En Ì SEA zh 
2 
A n n 
(ii) DLT) | 
ek aan 
_/6 /6-/7 /6 VT: /B 
Cy) Bon FREH 
(v) Ze’, 
17. Bewijs: | arn, | 
(i) de reeks Dr (a,b > 0) is convergent voor at1 Sb 


n 


en divergent voor at1 2 b. 





ee eer tbme sem eve geen 





19; 


AE 


(214 


22; 


128) 


2u; 
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(ii) de reeks 205) (a # 0) is absoluut convergent voor 


a > 0 en divergent voor a < -1. 


Bewijs dat de volgende reeksen uniform convergent zijn op IR: 


ED „arctg X 
n/n 


n 
CAT) & En 
n22 n(log n)° 
n+i 
CUE 
nn AEX 
- x° 
(Civ) ESE 


1 
Bewijs: f[ 


de = Y (constante van Euler). 
0 n=1 | 


De functies fj : IR > IR zijn gegeven door f(x) = ern 
Bewijs: | 

(Ci) De reeks Xfn is puntsgewijs convergent op IR. 

(ii) De reeks Zf, is niet uniform convergent op IR. 

(iii) Voor iedere deelverzameling A van IR met O0 € A geldt: 


XF, is uniform convergent op A. 


X is een compacte metrische ruimte, Zfn is een op X uniform 
convergente reeks begrensde functies X > f en g is een con- 


tantie functie X > di 


Bewijs dat de reeks Xg*:fn uniform convergent op X is. 


X is een metrische ruimte en CE) de Sen Pij continue functies 
Ed, 

Bewijs: als er bij iedere a € X een e > 0 is zó dat DE OP 
Blase) uniform convergent is, dan is de som van of een 


continue functie X > be 


ds JE é é 
Bewijs: de som van de reeks Ä | Is een continue 
sinh (nx 
functie IR\{0} > IR. 
Bewijs: de som van de reeks Ee ta) 18 een continie 
functie £\ IN a 





SR OE DE On EA Cn AT 








wensen he een neden te ere ON eee eeen! ent sn) te a a ne: mn 


ET Nn NEE SALEEN ED RAE OEE TED ON JAREN EE IP VERES OEE EEEN PAR VLAN AED EET A NN VERT NEON ED 
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25, Zij Ae le Pljal Sil enBe da @llzl > 4}. 
Bewijs: 
zlÀ 
(1) de som van de reeks Bart is een continue functie A > È. 
(ii) de som van de reeks En is een continue functie B >. 


is een eontanue functie: 


| n 
*k(iil) de som van de reeks DE 
n(z0+1) 


A > É. 


26, X Is een metrische ruimte; a is een verdichtingspunt van X. 


Zij E(X) de complexe lineaire ruimte van alle functies X > De 

(Ci) Ga na dat, hoewel op F(X) geen sup-norm gedefinieerd 
kan worden, toch een definitie van “op X uniform con- 
vergente reeks! gegeven kan worden die voor begrensde 
functies samen valt met definitie (11.2) b. 

(ii) Laat Ze, een reeks in € zijn. Zij (Vn € IND), SFK ZL) 


EE, uniform convergent op X en zij (Vn € IN) lim FR Si 
Xa 


Bewijs: Zen, is convergent, en lim ZX £_GO= Elim EG 

xa n=1 n=1 Xa 

E Bet | 
n=1 | 

(iii) Bewijs: als 2f_ een op X uniform convergente reeks 


EL 


continue functies X > Û ls met som f, dan is f con- 


ELO. 


2Te daj Lins MN, LS Claro. 
Veronderstel dat 2f,(a) convergent is en dat XZ, uniform 
convergent is op [a,b]. | 
Bewijs: 
Ci) Zf, is uniform convergent op [a,b]. 


(ii) voor de som f van Xf, geldt f € C'[a,bl en £!' = DZ Des 
n=1 
28. Bewijs dat voor alle x € (-1,1) geldt: 


2 
HAT ex) 
ds ï 2 Hek IE 1 

Gn en p. Sn a 


nr 


8 nn MR 


8 


n° 








CLP) 


(12.2) 


[No 
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812, Complexe machtreeksen. 


Zij f : IR > IR in a € IR willekeurig vaak differentieerbaar, 


We beschouwen de in (2.10) voorkomende formule van Taylor 
n (k) | 
E 


bode TV tread arta: 
k. n 
k=0 
iridien lim R (aix) = 0, dan is 
n->oo je 
keel 8 
We noemen de reeks 
(k) 
E: ar Gea 
kz0 ' 


1 


de Taylorreeks van f in (of: om) a. 


Voorbeelden. 


le fix) ze, a == 0. Er gelät (Un > Oe (0) Ss U dus de 


n Xr ì a seh EN dt Ook F 8 | 
Taylorreeks van e* in 0 is XZ „tr Dit geval is in (10.15 
n20 
behandeld: de Taylorreeks van e 

DS 


X in 0 convergeert voor alle 


x SS IR: met som e 
FCX) zg a = 0. Er geldt (Yn > of P)(0) = C-1)Pn! Cte 


bewijzen m.b.v. volledige inductie), dus de Taylorreeks 


Cn) 


van En in 0 is XE (-1)PxA. Uit het in (9.4), ka behandelde 
En n20 
volgt dat de Taylorreeks van 





bs | 
Tax 2n 0 convergeert voor alle 


4 
x EE (-1,+1), met som == 


-1/x° en 
3. f(x) ze als “FO, ELO = Ûs as Mes Mebo: volledige 
inductie is te bewijzen dat 4 
nr ouxtor Po =P (De 


waarin Pan GD) een polynoom van de graad 3n in = is; er volet 
(ga na, weer m.b.v. volledige inductie) dat 
Wie > 0 ore dû. 


en | Le 
De Taylorreeks van e eens 


in Dd ie dus 40 SO # 0 + fd 4 

| no De 
deze reeks 1s convergent voor alle x € IR, met som 0. Blijk- 
baar kan het voorkomen dat de Taylorreeks van een functie f 


convergeert terwijl de som niet gelijk is aan f. 
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(12,3) Een complexe maechtreeks (of: machtreeks in £) Is een reeks van 


de vorm XE a (z-a)! waarin (Yn 2 Dia E bis LE Es 4 © B Voor- 
n20 

beelden van machtreeksen zijn de boven besproken Taylorreeksen. 

in deze paragraaf bespreken we eigenschappen van complexe macht- 


reeksen van de vorm 2 a z55 met behulp van de substitutie 
_n20 
z-A = W kan men overeenkomstige eigenschappen van machtreeksen 


van de vorm YX a (z-o)P (machtreeksen in z-a) afleiden; door 
nz0 
On 
eigenschappen van reêle machtreeksen. 


za en alle in IR te nemen vinden we de overeenkomstige 





| Het is niet moeilijk verscheidene van de in deze paragraaf 
| voorkomende stellingen te generaliseren tot stellingen betref - 
| fende machtreeksen in een Banachalgebra (vgl. (9.4), bk en 
RE 
In het onderstaande 1s ea een complexe machtreeks. 

n> 


n 
(12.4) Stelling. Zij r = 1imsup vla, |; definieer R door 


ijr als r ES R‚,r #0 





R = j+too als Pp = Û 
Û als rp = +oo 
Voor alle Z & L geldt nu: 
| al SR Di zZz’ is absoluut convergent 
8 nez0 
| |z| > R>=> EY az is divergent. 
| n>o * | 
| Bewijs: volgens (10.19) is 2 ze absoluut convergent als 
Î se Te S A 
| limsup (|zl/fa,f) <1 en divergent als kimsup Clzl/Tan[) kT 
| Ts wr S IR ee is limsup Cz} /Tan |) s Jalr Age ra): ls P # Ùs 
| dan is & az dus absoluut convergent als [6 en = R en di- 
vergent als |z| >= = Rs is r = 0, dan is DX a e abeeluut 
ĳ r 
| | n20 | 
convergent voor alle z € ib (dus voor alle z € t met |z| < to = R). 
Is r = te, dan is voor alle z € £ met zl} „Rs 0 Cdewez. voor 


| n 
alle z € £ met z # 0): limsup (|z[l/fa,[) = te; voor die z is 


dl 


ES az dus divergent. 


n20 





eneen en ee en en te DR Ate verre en Bee er nn eters, vatwer brnete see Meram sen nen 
£ 








NATURE LAN ARNE OE GN AEO ONNIE EHEIM ETR CET MEENDEN BESTE PEN OR Kee OL OO B LS ET eter 
$ 


CAZ) 


kt) 


lar d) 
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Opmerkingen. 


En | 
1. Elke machtreeks Ì az is convergent voor z = 0. 


ne0 
2. Men noemt R de convergentiestraal van de machtreeks, en men 
schrijft wel 
RS dee 
limsup {Ta 
Is R$ to, dan verstaan we onder de convergentiecirkel van 
de machtreeks de cirkel {z € El Lal s Ris 
3. Bestaat lim vla,| = m, dan is R = >; dirk €10.41) wolet: 
noo ot 
bestaat Lim| At) = P, dan is R = = (met interpretaties 
Oi D 
noo mn 


voor de gevallen m 


Hi 
a, 
NS 


m e= ®, p= 0, p= ee als in (12.4)). 


Voorbeelden. 


De n 
1. An 7 Es lim jn 1 (ga na) dus Z ET is absoluut con- 





Detd en A n=0 1 
vergent als |z| < 1 en divergent als |z| > 1. 
fi] An +1 ! n+2 
2. An = mn Le | = lim Cene 0, dus R = 0: 
nn ed 
va is voor alle z € t absoluut convergent. 
n2o He n 
3, He 5 (-1)Pni: Tim v|a,| = lim mn == dis Rs Os 
n”>oo ju 2e 
2 (-1)PnPzA is voor alle z # 0 divergent. 
n20 


U, (12.4) doet geen uitspraak over het gedrag van X az op de 
| n20 „n +1 
convergentiecirkel. Zo hebben de reeksen X zh > en 


3 dad 
n20 n20 n+1 





+ E 
el ek 


En alle convergentiestraal 15 de eerste is divergent 
n hs 


op de cirkel |z| = 1, de laatste is convergent op de cirkel 
z{= 1, en de tweede is cOnvergent voorz = =1 maar diver= 


gent voor z = +1 (ga na). 


Stelling. Voor alle K, Ko & IN met Ko S< K hebben EZ a z'l en 


nzo f 
E ga dezelfde convergentiestraal. 
nek 
Bewijs: volgens (9.5), b is Z az convergent dan en slechts 
ne20) 
dan als & az convergent 1s5 voor alle z € Ês ZA 0 geldt: 
nek 





ee en en a 


LER En OE KEEN ADP 
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de reeks È az 1s convergent dan en slechts dan als de reeks 
_ Bn nk | 
ss Sass Zaza P aonvergent de, Er volet: (Wa S 0) 
n Ln | 
nek n2kK 


6 —K 
CZ uzi is convergent © ZX B Ô 


n20 nek 
(12.4) toe. 


is convergent); pas nu 


Stelling (termsgewljze differentiatie van een machtreeks). 


Laat 2 az" de convergentiestraal R hebben. Definieer 
hel | 
n= 


fa dS Elz SRI ei door 
f(z) = Za zh. 
n=0 
Dan is f differentieerbaar, en voor alle z € £ met |z| < R 


geldt: 


£'(z) = X na „nl, 
n 
n= 
De . AE Aat Orr 
Bewijs: ult geen n = 1 volgt dat limsup v|na_| = limsup /|a,| 
(ga na); 2 oz en & na, 2075 hebben dus dezelfde convergentie=- 
n20 n21 De 
straal (vgl. (12.7)). Voor elke c met 0 Se SR is X ple 5 


ne>1 
dus convergent (vgl. (12.4)). 


Zij «SC, lel < R$ zij e zó dat |lal Se <R, en zij 
Ue {as £\ | z-a| < e - lal}. Voor alle zZz € U, z a is 





_ / oo TE en Ad 
fz) FC) va ZEE 
sd on z=0 
n=Î | 
Definieer, voor alle n& IN, ga : U => C door 
| _ sok Oe 
Enka) ee n En als z & On FO 
Enla) = na a 
Ee d ae metek Kk 
Voor alle ZE, 2 A0 18 Enla) =d A4 a Et volgt dat 
k=0 
lim Enéz) = noa 1 En{a), dus dat elke En continu is; verder 


7-0 | 
te (We 8 ijz) Se, due ne NYzE Wiel} s late 5 


pen VOIEE met (1ld,5j dat ZE 8 


Uit de convergentie van EX nja, |e ) 
nel nei 


n 


uniform gonvergent Ls op Us met (11.8), e volgt nu dat 


Tan em Peke Betr Dem 
Z =d n | n n 
Z=>04 gk Ned al ne 


Opm. De in €128) gedefinieerde f is continu; vel. knal Cds, 








GD 
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9) Voorbeelden. 


ds Hag Es els En IR gedefinieerd dee fix) ss loeliax). Uit 
ESD es _ (Pt i(n-1)! | 


7 C14+x) ND (n # 1) volgt dat de Taylorreeks 
a she 
n21 


ting van de restterm in de formule van Taylor kan men be- 
wijzen dat de som van deze reeks juist log(i+x) is; men kan 


dit ook als volgt bewijzen: 


| oo (nt in 
De convergentiestraal van de reeks is 1. Is g(x) = YX En = 
| n=i 
(Ixl < 1), dan is volgens (12.8): gil) = > (Aj Lenel … 
n= 
= ee (vgl. €122); 2), dus er is oc € R uó dat glx) = 


= log(1+x) + e (|xl < 1). Substitutie x = 0 levert c = 0; 


er volet dat bei 


(-1) X 


log(1+x) = 5 


n 


CEN 


u Mg 


1 
Cl e Klee 


2. Zij a E IR, en zij f : (-1,+1) > IR gedefinieerd door f(x) = 
5 (ia). Ker gerdt fa = DECO tx); de Taylorreeks 
van (4x) in 0 is dus £ (” Hak U Wm Ae 

een n+1 n 
= lim [25 | = 1 volgt dat de convergentiestraal van deze 
noo 
reeks 1 is. Aij glx) = > 6 OE s MRS S= BCI CA+x)® Clat- Sd 
| n=0 A41 | 
Er geldt nx) = [C1mog! (Cx) — aglx)l/(1+x) en 
(ARB!) = (4x) E RE Ee BES ra mr = 
n n+1 n 
n={ n=0 
z= Eal@x = ag(x) 
n 
| n=0 ‘ 
dus h'(x) = 0; er is dus ca € IR zó dat g(x)/(1+x)® = nx) = 
CR Sd | 
Substitutie x = 0 leert ons dat a = 15 er volgt dat 
Cte) 5 Ee Cil SA) 
n=0 | 
3. De in (12.2), 2 en (12.9), 1 genoemde reeksen zijn absoluut 


convergent voor alle x met [x| < 15 volgens (9,15) is: dus 


KL BS 


oo if: 
log(itx) _ 5 5 (-1) nek 
1+x ë k 
n=Ì k=i 


oo n 
Ss Ds a == X = (1+5)x? + C1+5ta) xt — 
n=Ì k=l ‘ 


}. 


C 

















ek slk Re ni ed ne nnn 


keen B denna ekke kn nee en ee en tE eek en za 
$ 
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(12.10) Eenduidigheid van een machtreeksontwikkeling: is f : L £ in 


EN DD 


bad) 


een omgeving U van 0 in een machtreeks te ontwikkelen: 
E | 


f(z) = 2 öz', dan de (Vn Old, = £D)o)pnt, Immers volgens 


ae (k) 5 n n=k 
(42.8) geldt dan in Us f "Cr = À a GG) ktz 


n=k 
EP) GO COKE (Kk >= 0). 


Zo is de in (12.9), 3 gevonden reeks de Taylorreeks van 
log(1+x)/(1+x); er geldt dus | 


(k 2 0), dus 


k! ofwel Oi 5 f 


an log(1+x) e Cn i, 5 Eynr (n > 1) 
dxï 1+4+x geek | hae geen 


Toepassing: differentiaalvergelijkingen. 


Bij het zoeken van een oplossing van een differentiaalverge- 
lijking kan men soms met succes gebruik maken van de methode 
van machtreekssubstitutie. Men zoekt daarbij op een geschikt 
deel van IR oplossingen die in een machtreeks zijn te ontwik- 
kelen (d.w.z. die daar gelijk zijn aan de som van hun Taylor- 


reeks). 


Voorbeelden. 
1. y!' = 3y. 


Stel f : (-R‚+R) > IR is op (-R‚+R) een oplossing van deze 


differentiaalvergelijking, terwijl f(x) = DZ ax Clt SR 


Oo : n= 
Dan is f'(x) = & nax s (lxl < R), en dus (wegens £f' = 3f) 
an 
5 _ n Ien 
nn dal = 0 El SR 
Uit (12.10) volgt dat | 
> on 7 == 8 pe 
batlle gg Jg e 0 Lr DA an 
en dus is (volledige inductie) an = —r ao (n # 0). De conver- 
n n e 
gentiestraal van de reeks È ao Tx” 1s @ (ga na); we conclu- 
oo n n=0 ’ 
deren dat f(x) = XY aomrxi op IR een oplossing van de diffe- 
nisl ik 
rentiaalvergelijking y' = 3y is. Hierbij mag ag willekeurig 


in IR gekozen worden; merk op dat f(x) = en 





kar ets 





VERE EE AEP PETE Se PEN DG TETE Eg gee se 4 
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Zak y' = As 0. ‘ 
Het in voorbeeld 1 uitgevoerde „substitutieproces formali- 


aen 


EN, oo n= nen 

na, x = & (n-2)a en oubstitutie in 
n HZ 

n=1 n=3 | 


xy! — 2y = 0 levert 


seren we als volgt: stel y = 5 ax, dan 1e y= 5 a ek 


M 8 


dus y= 


=Îao —= Zaix == Zaax? + 5 [ (n-2)a 
n=3 
EP Volgt dat aps ayz az= 0. (n-2)a = Za, = 0 (mn # 3) dus 


Es  — | 
Zalk a 0, 


(Yn > O)a, = 0: de differentiaalvergelijking heeft geen 


niet-triviale oplossing in de vorm van een machtreeks in Xx. 


Merk op dat e -1/x? op IR een oplossing van de differentiaal- 


Vergelaäjking 183 wel. (12,2), 3. 
Kele + (Zp ee d. 
substitutie y= X Le levert 
oo __ n= 
Z [(n+1)(n+2)a , Ss mij als 0 


n= =0 
en dus 


[oo 


_ n+1 = 
An +1 = nT (n 2 0). 


ebs We volledige inductie volgt an 5 Et (n #2 0). De reeks 


ST heeft convergentiestraal 15 we concluderen dat voor 

ne0 oo n ‘ ‘ 

elke ao © IR de functie f(x) = ao X en op (-1,+1) een op= 
ee: nt | 

lossing van de differentiaalvergelijking 1S. 


Met behulp van (12.9), 1 zien we nog dat 
De =— 20 agt) als @ < laf <4 
FO) = dg 


(12.13) Stelling. Zij R de convergentiestraal van X ij R => 0. Dan 


ne20 
Bede: | | 
a. Is f(z) = Zaz (|z| <R), dan is KZ) = XE be Glal RJ, 
n=0 | n= 


b. Voor alle n > 0 geldt: 


(*) (HE > 0) (HM A zalet Sd 2 oz | Se 


kan 


Ce 1e Dr Ke dare 3 az uniform convergent op 


ne0 


(ze #l|z| 














ERE EEE A Re EEN KORN OE A Do RNN DN jee 
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Bewijs: d e 
a volgt uit |£(z) - > az = |f(z) - EX az Cm Mila SR) 
k=0 k=0 
OE. >> En 5 k-n < 5 5 _k A 
b. Zij n > 0 en g(z) = OZ (|z| <R); er geldt Za z’ = 
ken | ken 


= zig(z). Zij & < R. Op de compacte verzameling | 

{z € &llz|l < 8} (vgl. (7.18)) is de continue functie g 
(vgl. (12.8)) begrensd (vgl. (7.14))5 er is dus M > 0 zó 
dat (Vz, |zl < 8)|lg(z)| SM. | | 


Voor alle z met |z| < r geldt |a,z"| S |a,lr” (n > 0); 


|o 


verder is EZ la [r" convergent. Pas nu (11.5) toe. 
n20 


Opmerkingen. 
1. Men schrajft (*) (zie (12.13), b) wel als 


X jz = Ozi )(z > 0). 
ken 
Er geldt de 
(Yn 2 0) Ì az 2 & az + ot Ets es 


Wels Inf. 42,45) en (Z.bb). 


Ode (12,13), ea volgt: A8 OSP & Rs dan 1e ò ax uniform 
n=0 


In 


convergent op [-r‚tr]. 


Stelling (van Abel). 


Zij R de convergentiestraal van & 04 VER Gs Za 
oo 8 n=0 
FEZ) = A de Cil S Re Je dS Ps la | = Ren Is & oa 
n=0 ne0 
convergent, dan is 
Tam Lb SS £ bio. 
ER n= oo nn 
Bewijs: voor alle t € [0,1) is f(ta) = 2 aa t ; noem 
n=0 
Bn = a u(n > 0), dan is Ì B convergent. 
n n 
oo n=0 
Noem Tap = & fp Ln > 0) voor alle n € IN en alde p.> 0 geldt: 
est, | | 

n+D k An+p k n+p k Hit ptl k-1 

5 Bit 2 EE bgg zi 5 te E dee CIS 
k=n+1 k=nt1 | k=n+1 kent? 

n+r k 1 a Er 
DO Mes BN B a B Ee 
ha YT S + + 
kenti n+] MD 1 


ERE ENE ERE ETE A NEN 


DE ANN OT HE EE A 





(12.16) 


(12.17) 
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Zij € > OQ en zij NE IN zó dat (Yn > NIT S de. Voor alle 
n > N, alle p > 0 en alle t € [0,1] is dan 


n+p nn 
| Xx Bt | Stelt? — UTP) + he + de < es 
k=n+1 


met All, dad volet dat & ON uniform convergent is op [0,1]. 
n20 


Volgens (11.3), e is de som van deze reeks een continue functie, 
dus | 


EN Eli n=0 Ì n=0  n=g Ì 


oo 60 oo 
lim fCta) = lim EB t == DB == Ega 
Voorbeeld. Met behulp van (12.15) kan men in sommige gevallen 
de som van een machtreeks in een punt van zijn convergentie=- 
cirkel bepalen. LO nn 
log(i+x) =D 
n=1 ee 
zie (12.9),1) terwijl E(-1)P*i/n convergent is (zie (9,4),3): 
toepassing van (12.15) geeft 
5 (-1)0t1 


a = Jim log(i+t) = log 2. 
nel | tÎ1 








Craen <1) 


loepassing: de elementaire functies. 





A. De exponentiele functie. 


In (10.21) definieerden we de exponentiële functie exp : L ef 
door | 


z oo 7D 
exp zZz = et z XY Zr 
gt 

n= 


en we bewezen dat exp (ztw) = (exp z)(exp w(z,w E Ë). 

We vermelden nog enkele eigenschappen van exp: 

19 Voor reële x is e* reëel; de reële functie exp : IR > IR 
werd bestudeerd in (1.10). 

2% exp is overal in d differentieerbaar, met afgeleide exp 
CRE C12e8hds 

3% Uit de definitie van afgeleide volgt dat 


Be 
lim ei a A, 


Z 
z>0 








EE EE MEAN OREN EENES PANT AE OE ej DATED A DER GRS RE HT A EO EN MEEDER NEEN VR WN LEG GE OTA CREE EEDE INN ODA DS SEE OT 
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UE Uit (Fz € Hef 874 =et = 1 volet (Yz € Pe? F0. 
B Volgens (12.13), ais els ga“ « st sane 4 dus 
|eZ| = e“° 2 
eg 
Er volgt dat 


(Yx € Mee hs 


B. De goniometrische tunotLies. 


We definiëren de functies sin : € > € en cos : ® > door 


' : oo 2n+1 
NE A (-1) Pz 
Sin Z = zr (e e ) = 5 ot 
n=0 
. … oo ie Mi Zit 
doe se Ale we Te E Tr 
hei ì 


Onmiddellijk uit deze definities volgen de volgende eigenschap=- 
pen van sin en cos: 
IS Voor reële x zijn sin x en cos x reëel. 
2% sin en cos zijn overal in @ differentieerbaar, en 
Sin' = c0S84 cos! = =ain 
Cuar GLB: 


38 Uit sin z = 2 + Oz )(z > 0) en cos z = 1-5z?+ Olzf )(z — 0) 


(2de (12,13, bh molt dat 
se B Z 8 … Í=cos z 
sg RI he 
z>0 z>0 | 
46 sin is een oneven functie, cos is een even Functie: 


Binks) = ein Ze Goslsa) = coen ledi. 


50 elf = cos z + isinz (ze E). 
GS (Vas WS Gr 
sin (zZ+w) = gl ett 24) id ge = 


1 a 4 î i É Ì ê 
= zil (eos Z t 1 sin z)(cos w + 1 sin w) - (cos z - isin z) 
‘(cos w = 1 sin w)l = cos z sin w + sin z cos w 
cos (zZ+w) = cos z cos w =— sin z sin w 


sin ?2z Zes 4 OGE x 


COS 22 


2 aos*z e= Î = Î 2? sin?z = cos?z — sin?z. 


78 sin?z + ecos?z = 1 (ze Ge 
Opmerking. sin en cos zijn niet begrensd; zo is voor alle 
EE IAS vos Lt = Te tret) dus cos it > to (t > +o). 
Voor alle reële x geldt |sin x| < 1,leos xl <1. 


808 Ue Aa sind 


KE EE ENA 


AE NN EON EIER AE MORIO EN HE Ms EEEN AT PL OEREN NE TE AOM DEMEN TE Pen HEEE 
ë 


(12,49) 


(12.20) 
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an 
A 
pn 


Dit ega 0 


‚ „k+2 „likt 

s Telkens È - zh 

A CK 
(vgl. (9.8)) volgt met de tussenwaardestelling dat er x € Gd 


ame 


is met cos x = 0. We definiëren: m = 2 inf{x € (0,2)|cos x = 0}. 


Er is een pij (xn) in (0,2) met (Yn € IN)cos Xn = 0 en Kn * Fi 
uit de continuïteit van cos volgt dat cos 5 = 0, en uit 


cos 0 = 1 volgt dat 5 > Û,; dus 5 is het kleinste positieve nul- 


punt van cos. | 
Voor alle x € go 156 GOB Xx > Ù, dus sin ie Op [0 „5 strikt 
monotoon stijgend;suit B + cos° 5 xd volet nu dat sin A= Á, 
Voor alle x € CO) 18 sin x > 0, dus sos ie op [0 „5 strikt 
monotoon dalend. Met (12.18),6° volgt dat 

sin É5 Ft XJ == COS Ki CAB (5 + XxX) = =Bin x 
waarmee het gedrag van sin en cos op [rl bekend ist in het 
bijzonder is sin m = 0, sin x > 0 voor alle x € (Gm), cos IT = 
Die 

sin (m+x) = -sin Xs COS (T+X) = =COS X 
volgt het gedrag van sin en cos op [m‚,2ml;5 in het bijzonder is 
sin 2 = 0, cos 2H = 1e Tenslotte volet uit 

sin (2T+x) = sin xXx, cos (2mT+tx) = cos Xx 
dat sin en cos periodiek zijn met periode 2m, zodat hun gedrag 


op IK bekend is. 


Alle nulpunten van sin zijn reëel: uit sin z = 0 volgt se. Ls 
dus ed be 1 ofwel Im z = 0. Analoog blijkt dat 
alle nulpunten van cos reëel zijn. De nulpunten van sin Zj 

km (k € Z); de nulpunten van cos zijn (2k+1) 5 Ee ES Ads 


Uit het bovenstaande volgt nog: 


e“ = 1 * zZz = 2kri voor zekere k € Z; 
mi/2 ME O4 mn i/2 
Ld = L 3 E ie ed lk 9 en ia d S 


a ie perlodiek met periode 2mi. 


We definieren de functie tan door 
SIA 2 


TT 
tan Z z= == zE LE, zZz # (2k+1)n). 
COS 2 Ö, 5) 
Voor reele x is tan Xx rebel; tan is differentieerbaar, en 
A 8 3 : E 
tan!'z = ie "tan 18 een oneven functie die peptodiek is 


Met periode mm. 





(12.22) 


(12,23) 
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Op 5e 5) is tan strikt monotoon stijgend; tan 0 = 0, en 


tan Xx J =o (x J B tan x Î +o (x 1 +5). 


® 
De functies arcsin: [-1,+1] > [5545], gbocos £ jet,4lj > 
> [O,nlen arctan : (-o‚to) > (55+) worden nu gedefinieerd 
als in Inf. (2.15) Elm (2417); zie ook (2,29) tlm bed 
We leiden nog reeksontwikkelingen voor arcsin en arctan af: 


Voor alle x € (-1,+1) is 




















anetan' x= er == & beij tn, / 
+X me | 
De in het rechterlid voorkomende reeks is de ESCMSBeM se. ate 
‚ co n 
geleide van È (-1)' Ars noemen we g(x) = E (-1)P XT 
__ 2n+1 _ 2n+1- 
n20 | mel 
(lxl < 1) dan is dus (zie (12.8)) g'(x) = aretan'x (jxl < 1). 
Uit aretan 0 = g(0) = 0 volgt nu g(x) = arctan x, dus 
oo n 
8 ast 
arctan x = Ba 1) DA Ela dk 
Op analoge wijze leidt men uit 
Vat ae 1 Ee Ee n -} ZH 
aresin!'x = Sd Se 
J-x? _n=0 B 
Cvgl. (12.9), 2) af dat En 
_ & (1) hg 2nti < 
arcsin xXx = D Dn DX Else Sd. 
n=0 
We definiëren de functies sinh en cosh door 
oo n 
ze lef a 4 Ey … een 
sinh z = Z(e e £) 4 CORET) (z € É) 
n=0 
7 aen zn 
cosh z = j(ef + eZ) = 5 Ar Rr 
sd (An)! 
Er geldt sin (iz) = i sinh z en cos (iz) = cosh z; vele Ant. 


(Pd 


FA NEER AE NE GA rn eN 


t 
| 


en en et eee Ve rame ee en eN en ee 





TEER OEE AR DE EME GE REE AN OENE TA TE EEEN GONE OT A A 
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813. Algemene convergentiekenmerken. 


In 610 behandelden we een aantal convergentiekenmerken voor 
reeksen met reële niet-negatieve termen; met behulp hiervan 
kan men in een aantal gevallen de absolute convergentie van 
een reeks bewijzen (vgl. (10.19)). We behandelen in deze pa- 
ragraaf enkele convergentiekenmerken waarmee men in sommige 
gevallen de convergentie van een niet-absoluut convergente 


reeks kan bewijzen. 


Stelling (kenmerk van Dirichlet). 


Zij CE‚ll-||) een (reële of complexe) Banachruimte. Zij (An) een 
Plj in IR met An $ 03 zij Xan een reeks in E waarvan de pij der 
partiële sommen begrensd is. 

Dan is Zhan convergent. 


n n | ‘ 
Bewijs: noem sn = Ì AA: tn == ZX a (n € IN); er bestaat M > 0 


k=1 | k= 
zó dat (Yn € IN) tl S M. Voor alle np S IN seldt 
OD En 
Ss - S= ke A = Kn E breid 5 
n+p Ï ken Kk ke kk 7 
n+p Htpd n+p 
ss OO Atie B Artie OD ÜhreÂ JE TA t + Ee 
k k 
be Ee ke on k+1 leed k “k+1 | nel nn ntptl np 


en dus (aangezien (A) monotoon dalend is): 


sl S MC 


LSn+p” n 


net Art t Krant Ss Mens 

Zij € > 0, Er de NE IN zó dat. (yn > NDA +4 S ESM, he velst det 
(Vn > N)(Yp > OOM Sp Snl S 2M … (e/2M) = €; de convergentie van 
EA an volgt nu met (9.3). 

Z1j E de complexe algebra van alle complexe begrensde functies 
op een verzameling X, |l*|| de sup-norm op E. 

We noemen een rij complexwaardige functies (Én) op X uniform 
begrensd op X indien (fn) begrensd is tn CEsll el) Cad.wszetindten 
CAK 0) ne Mik SIE Cd == K. 

Dat (132) valet: 


stelling. Zij X een verzameling. Zij Efn een reeks functies X > t 
waarvan de rij der partiële sommen uniform begrensd is Ob Ai Zij 
An) een fj An IR met A + 0. Dan is EAnin uniform convergent Op 
X. 





CAH) 


(ADD 


ABANITI,126 
Bewijs: uit de gegevens volgt dat elke partiële som Ss, van Xfn 
begrensd is op X; uit so-Sn-4 5 fn (n > 1) volgt dat elke B. 
begrensd is op X. 


Pas nu (13.2) toe; neem (E‚ll*||) als hierboven, dn sf 


ge 
Met behulp van (13.2) en (13.3) kunnen we voor een klasse macht- 
reeksen enig uitsluitsel geven betreffende de convergentie op 


hun convergentiecirkel (vgl. (12.6),4): 


Stelling. Zij (An) een rij in IR met A, 4 0; laat de convergentie- 


straal van de complexe machtreeks JX he 1 zijn, Dan geldt: 


> 
a. 2 Anz" is convergent won nike € met |al =d, 2d. 
D. Bab elke 8 > 0 is E AZ" uniform convergent op 
is llz| an [z-1l > 6}. 
Bewijs: | 
a. Voor elke z € € met |z| = 1, z #1 is de rij der partiële 
sommen van ZX zi begrensd,want 
n=0 5 | ” aal Ì 
(yn € ml Ez Il ST 
Pas nu (13.2) toe met E = Es Ams. 
b. Voor elke Ô > 0 geldt: op X = {z € éllz| <1 en |z-1| > 6}is 
de rij der partiële sommen van Ed uniform begrensd, immers 
(Yn € IN)(Vz e O1,r Je S : 
Pas nu (13.3) toe (met EC) Si 
Opmerking. Is KR met 0 < R << e de convergentiestraal van de com- 
plexe machtreeks Rs dan levert de substitutie z = Rw een 
machtreeks Ek Du met convergentiestraal 1. Geldt nu 
anR” de le en is (13.4) toepasbaar met ha 5 ank. 
Voorbeeld. 
An 5 5; de convergentiestraal van ze is 1. Volgens (13,4), a 
is de reeks convergent voor alle z € £ met |z| = EZEL Voor 


zZz = 1 is hij divergent (ga na). 


€: 


en nt 


DAEMS 





(1346) 
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M.b.v. de eze ZL = zen concluderen we: voor alle 

be SS Marr) er De convergent. Substitutie & = mT in de laat- 
ste reeks levens: de EE Rn: (vgl. (9.4U),3). 
Volgens (13.4), b is de veeks Da voor alle > 0 uniform 
aonvergent op {z E @l|z| = 1 en |z-1l >ôh M.b.v. de substie 
tutie z = 0 volgt (ga na): voor alle e > 0 is en uniform 
convergent op [e‚2m-el. 


We noemen een reële reeks alternerend indien zijn termen 
beurtelings niet-negatief en niet-positief zijn. Een alterne- 


| . ds + 
rende reeks is te schrijven als X(-1)fa of Eli} dn waarin 


n 


alls an niet-negatief zijn. 


Toepassing van (13.2) met E = IR en an = (-1)Ì levert: 


Stelling (van Leibniz): 
Een reêle alternerende reeks is convergent Andien de absolute 
waarden der termen een monotoon dalende rij met limiet O0 vormen. 


Opmerking. Een voorbeeld van een divergente alternerende reeks 
waarvan de absolute waarden der termen een rij met limiet 0 


vormen is de reeks 


= za Eon al Lm de B mer 
waarin aon-4 in en (n € IN). Voor alle n € IN is 
dl 1 | B: sf me 
ven me maren 3 AKS 2 + Ee > ) ‘ Das 
a S pj dus de reeks Ann-1 on) is divergent; pas nu 
(9,8) toe. 
Voor alle a € £ geldt [Re al Sal, [Im al s s jal en Jal < [Re al + 


| Im al. Er volgt dat voor elke rij ad An Ô geldt: Cite LS 
convergent, met limiet a * de rijen (Re an) en (Im an) zijn con- 
vergent, met limieten resp. Re «& en Im a. Voor elke reeks Zan 
in: € geldt dus: Zan is convergent, met som s * XRe On en ZIm a 
zijn convergent, met sommen resp. Re s en Im s. 
Op analoge wijze bewijst men (ga na): is X een verzameling en 
is (Én) een rij functies X > Ù, dan geldt: Zfn is uniform conver- 
gent op X met som f & XRe f, en 2Im fn zijn uniform convergent 


Op Xs; met sommen resp. Re f en Im f. 


EN ER MEERN EE BEET 


(43.8) 


men nn ante bren eg tee etn mer ee rn egen mam bee ere mee en en et me ere Ne ee en me A se ets Te 


(13.9) 





EEE ALVES SD RENEE MEDAN AREN CE DE Vr BOA WE AE LEE PEA OE AEN WK 
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A : | ek cos n 
Uit (13.5) volgt nu: voor alle ò € (0,2) zLjn zee ne en 
sin n E as 
zen nd convergent; voor elke é > 0 zijn beide reeksen uniform 


convergent op [6,27-8]. 


stelling. Zij (E‚ll*Il) een (reële of complexe) Banachruimte., 
Zij (a) een rij in E zó dat geldt: 

Zlagn=4 t an) is convergent 

an ” 0 


Dan is Zan convergent. 


Bewijs: is sn = > a, (n € IN), dan bestaat volgens het gegeven 
ech 
en Sj’ noem deze limiet es. Uit Sanat > San ® An+1 (n € IN) 
en lim a = 0 volgt dat lim s Ein 
RE 2n+1 den 2n+1 | 
We coneluderen dat lim Sj bestaat. 
noo 


Zij X een verzameling. Nemen we in (13.8) als E de algebra van 
alle begrensde functies X > £ en als (L:|l de sup-norm op Es dar 


VOLBL: 


Stelling. Zij X een verzameling,en zij (fn) een rij begrensde 
functies X >. Is BlEon-atfon) uniform convergent op X en 
convergeert (fn) uniform op X naar O0, dan convergeert Af, 


uuitorm sp A 


(-1)nt1 
Voorbeeld. X = f\Z, EZ En Voor alle z € X geldt: 


_ 1 | 
E2n-1(2) + fo,(z) = (z+2n=1)Cz+2n) (n € IN) 


EEL 


El 
© 


lim ì Ee 
n (etn Tile n? hin 

meses atd JAE) ne 
Er volgt dat ECfon-itfn) op X puntsgewijs convergent is. 
Verder geldt voor alle z € X: lim Ea) Be BP volet dat 

. noo 

2f, op X puntsgewijs convergent is. 
al) Ke den A= ii € Xilzl SK}. Voor alle z € A en alle 
n > £(K+1) geldt |z+2n-1| > |2n-1-lzl| > 2n-1-K > 0 en analoog 
[z+2nl > 2n-K > 0, dus 


| En 
Eonea2d 4 Entre et Conti ) 
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Er volgt dat 2(foo_gtfo,) uniform convergent is op A (vgl. 
(11.5)). Voor alle z E A en alle n > K geldt 
E Ee en 
El = zn | teks 
er volgt dat de rij (f‚_) uniform convergent is op A, met limiet 


0. We concluderen dat Xfn uniform convergent is op A. 


| 814. Numerieke schattingen. 


(14.1) We houden ons in deze paragraaf bezig met het probleem, de 
som van een reeks reêle getallen met een voorgeschreven pre- 
cisie te benaderen met een van zijn partiële sommen. In dit 
verband behandelen we hier: 1% Schattingen m.b.v. de formule 
van Taylor (zie (14.2),1); 2 schatten door vergelijken met 
een meetkundige reeks (zie (14.2), 2); 35 schattingen voor 
alternerende reeksen (zie (14.3))3 US schattingen (PP 
integralen (zie (14.7)). | 


(14.2) Voorbeelden. 


1. We willen het getal e benaderen met een precisie 107% 
(d.w.z. met een fout waarvan de absolute waarde kleiner 
is dan 107*s wal. £3-1)), Uit de Formule van Taylor volet: 


voor alle n € IN is er OQ met 0 < 0 < 1 en 


| _ hd 1 e0 
| ER EE 
Er volgt dat voor alle n € IN geldt 
| EE 3 
— rl S 
| en Pk Sr 
E Voor alle n > 6 geldt 3/(n+1)! S 107°*. Er volgt dat 
Î f 1 1 
| lt artort A 
| een benadering van e met een precisie 107% is. 
| 2. We majoreren de door afbreken van de in 1 genoemde reeks 
| gemaakte fout met behulp van een meetkundige reeks: voor 
| 
| alle n;p € IN is 
n+p ‘ 
d dl 1 ne 
Ear Sar (1 tn tr Ht ) = 
kan 1e (n+1)! n+?2 (n+2) (aaojpel 
1 nr 8 jd 
| Seen sE 4 el SS pn 
(n+1); nei E CD (n+1)! n+i 





(14.3) 








AEO Ee Er NA U REN REA EE A PRESEN AE AE ENNE NEE EEE VONDER HEN EEL AEN WEEET Ee EE EE 


wi EON GEREED ORE EARN EEE UEA ER NEEN EERS ELEN Ere OET EM LEN, 
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en dus 


À n+2 
= GS ar an 
tg al STD! nt 


De absolute waarde van de fout die gemaakt wordt door de reeks 


peel n+p — $ 


na de term En af te breken is dus kleiner dan Lo indien 


1 ds 3 
(n+1)! n+í S 10 


en hieraan is voldaan als n > 6. 


Stelling. Zij (an) een rij reële getallen met an } O0. Dan geldt 
voor alle n € IN: 


(*) aAn+1 2u An+2 S | 2 (-1) ay | S derd ne 
ken+1 
B | e 
„Bewijs: voor alle n‚p IN EE n+2D f 
Anet T âne2 S CansaTAn+2) + DP (ansokri na2ke2) |, 2 (-i)arls 
k=1 kenti 
De 
an+1 7 z Cane2k” An+2k+1) 7 An+2p S An+1? 
er volgt dat n+2p : 5 nn 
dd dao Slim ph DZ eld an el B {Aj ari S ans4- 
po k=nt1 k=n+1 


Voor de fijnproevers: bewijs dat in (*) de tekens '<' vervangen 
mogen worden door Y<! indien (Yn E IN)a, > 0. 


Voorbeelden. 
T Re T TT 
1. Uit tan gd en nn Ee 5 volgt aretan (1) = 5 We kunnen 


arctan (1) benaderen met behulp van de in (12.22) afgeleide 
machtreeksontwikkeling voor arctan x5 deze is convergent 
voor x = 1 (gebruik (13.6)), en met (12.15) volgt nu 


Ne _ B (ej 
— = aretan (1) = 5 On + Í 


L 
n=Û 
Om een benadering van Ee te verkrijgen met een precisie 107% 





bepalen we n uit 
kn =4 

Tr < 10 
We vinden n >= 5000: de som van de eerste vijfduizend (!) ter- 
men van de reeks is een benadering van T met een precisie 1077 
Met behulp van de machtreeksontwikkeling voor log (1+x) vinden 
we Lwvel. (12.154): 

GE ED he 

log 22 De. 

: „n= 


IND 
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| Een benadering van log 2 met precisie 107% vinden we door de 
| eerste duizend (£) termen van de reeks te sommeren. 

| | 3. We benaderen 

| ssin x 


0 | | 
Definieer g : IR > IR door g(x) = es IS Nr Ue ele Te 


dx. 


Dan is g continu, en 

| 0e 1 

JSZdx = fglx)dx (vgl. (6.14). 
0 0 


Voor alle Xx € R is Ee 


AD, = Xx TEE 
„en Canel). 
(ga na); uit de uniforme convergentie van de laatste reeks op 


LO Cvgla CARB oh volet dat (vele GLD) 


EE x 5 en 1 2n 
a = Selx)dx = 5 nti)! Íx dx s= 
Û 0 n=0 0 | 

Ss (-1)À 1 4 


7 Ee Conti)l Anti) ° È 7 313 * BIE 7 


Een benadering met precisie 107* van de integraal is 


dE 1 
BT 313 * 515 
aangezien mir S De, 


ai Gi ED ee EE A EE TA EE PE ig EEE EEDE EEE EE NE Ne EE tg PE ER et TN 


(14.5) De in (14.4), 2 gezochte benadering van log 2 kan ook als volgt 


verkregen worden: uit 











oo Fo ai 
log (1+x) z= Z nx Clan 4) 
n=1 ij | 
| kzie (42,8), 1) volet 
| oo EL 
leg (dex) sed Ae Chad 4) 
| n 
| n= 
en aftrekken levert 
jog Eea Aer (xl <1) 
OE Tx 5 n 2n-1 | je i 
n=1 
substitutie x = + levert 
el Rn 1 1 2n=-1 
(+) log 2 = 2 E Ond Cà) 
n=1 
en de fout bij afbreken na de n-de term is | 
Se 2 2k-1 2 Zntl 2 - 2k Ek 2n=-1 
X . (4) 5 … (À) XE (+4) zn, (4) : 
fi 3 3 3 
en 2k-1 2n+1 en U(2n+1) 3 


Deze fout is kleiner dan 107* indien n > 3: log 2 wordt met een 
precisie 107* benaderd door de som van de eerste drie termen van 


de reeks in (**). 
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Om dezelfde precisie te bereiken met de in (14.4),2 genoemde 


reeks gebruikten we daarvan de eerste duizend termen! 


Efficiency. Hoewel de in (14.4),1 en 2 gegeven benaderingen 
juist zijn, zijn ze van praktisch standpunt bekeken weinig 
efficient. Er moet al een grote hoeveelheid rekenwerk verricht 
worden om een benadering met een zeer matige precisie te ver- 
krijgen: in elk van de genoemde gevallen sommeert men een groot 
aantal termen. In de in (14.4), 3 en (14.5) behandelde gevallen 
kan men daarentegen voor het verkrijgen van dezelfde precisie 
volstaan met het sommeren van enkele termen. 

Van twee reeksen Za, en 2bn met dezelfde som s noemt men de 
eerste sneller convergent dan de tweede indien bij elke voorge- 
schreven precisie e het minimale aantal termen n, nodig om de 
absolute waarde van de fout bij afbreken van Zan na de n-de 
term kleiner dan € te maken, kleiner is dan het overeenkomstige 
minimale aantal voor Xb. | 

Men kan bewijzen dat van de in (1k.4),2 en (14.5) gebruikte 
reeksen de tweede sneller convergeert dan de eerste. We lichten 
dat als volgt toe: de absolute waarde van de fout bij afbreken 


_1jn+ 
na de n-de term van ge is volgens (14.3) minstens 
de. 
n+1 _n+2 
zodat het met minder dan eenendertig termen niet lukt een precisie 


K eau 


en dit is zeker groter dan 107° indien n < 30 (ga na), 


107* te verkrijgen; met de in (14.5) gebruikte reeks lukte dat met 
drie termen. 

Van de middelen ter verhoging van de efficiency noemen we hier: 

1% het scherper schatten van de door afbreken verkregen rest (zie 
(14.7))3 25 het bepalen van een sneller convergente reeks (zie 
(14.5) en (14.8). 


Van de in (14.4),1 gebruikte reeks schatten we de rest bij afbre- 


ken scherper als volgt: voor oneven n is (noem (n+1)/2 = p): 
ms: Ge Ne  : 2 

2k+1 | 7 mt 1 Dn Clm+1)Chm+3) 
kent SRAL Ad Lm+3 m=p Clm+1) (lm+3 


(vgl: (9.8). 
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Noem f(x) = EDER) Aangezien f voldoet aan de voorwaarden 
van (10.3) geldt (zie het bewijs van (10.3)): 


[ECWdx & E Fm < f Fax 

















p MED p=1 
| dus 
| oo oo 
| 2 fm) = ff(x)dx + g(p) 
| en B 
Re waarbij D 
g(p) S Sf fo)dx S F(p-1). 
| pl | 
| Nu is | 
EE: __Á ee Up+3 _ , 2 _ 
£CDax > Gr xr) de = & log [psi © & log (1 + pri) 5 
| OE CDL 2 op | 
| =d le) 
| Sed k Up+1 
| We kunnen nu bijvoorbeeld p zó bepalen dat f(p-1) < 4 « 107% 
| (p = 51 na en vervolgens k zó dat 
j _1 k st, 2 jk 1. =4 
Ek oer) EDE oo SA SE 
| (k = 2 voldoet). Er volgt dat T met een precisie 107% wordt be- 
| naderd door 
| EE En in st le 
| LEE tn mar gn rd 205 
| Met andere keuzen van p en k kan de benadering nog efficiënter 
| plaatsvinden. 
(14.8) Als laatste, bijzonder fraai, voorbeeld van verhoging van de 
efficiency beschouwen we de volgende benadering van 7 
Voor alle ve (0,5 geldt tan(xty) = Team tian): He 
Reka 8 | i=ktan #)(tan y)° 
nu x = arctan $, dus tan x = J; dan is tan 2x = Ts tan Ux =Al 
(dus Ï < Ux A ga na), tan (lx — 7) = sss en dus 
rs | 
Ux — u = arctan —s3 
Caangezien O0 < een EE 
Er volgt dat 
T = hk arctan + - arctan is = 
5 nr edn ry 2nt1 5 (-1)P ete 
"HS Dm … 2 omt Ge) 
n=0 n=0 . 


Om in de eerste reeks een benadering met precisie 107% te verkrijgen 


breken we af na de derde term, aangezien 


* 
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| ee nk 
| 2n+1 (5) 


als n > 3; de precisie is dan zelfs beter dan 1075. Afbreken 


2n+1 < 107% 


van de tweede reeks na de eersie term levert daar een benade- 
ring met een precisie die beter is dan 107°. Het blijkt dat 


l l 1 1 1 1 
bl - 4 tr tt arkel — vt | | 
een benadering van 5 is met precisie 10°. Vergelijk met C1k.U) „1 


en (14.7)! 


: 
} 
k 
ĳ 
: 
| 








| 
ĳ 
8 
| 
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Opgaven. 


23. 


SU 


ode 


d2d 


33 


Sh, 


85, 


36. 


Bereken de convergentiestraal van de machtreeks EX az} als: 


2 En 
_nl. _ de _ (-1)N, _ ii Dd n21 
an = RE dn = arectg Ei dn = 


‚ ag nm n p 
at La 4 1 | 
[1 + (-1) a 5 an = LT 
sin (e ) 


An 


Bewijs: 


u Me 


n n iz | 
(2-3N-2 ) zi = 1-56 (|z| < 4). 


n=0 


De machtreeks YX ax! heeft convergentiestraal 1 en an > 0 
n20 | | 
voor alle n #2 0. Bewijs: 5 


als Xa, divergent is dan is lim ZE ax = vw, 


n20 xf1 n=0 


De machtreeks XE az! is convergent voor z = zo. 
n20 
Bewijs dat de reeks absoluut convergent is voor iedere z 


met |z| < |zol. 


De machtreeksen È an. en X be hebben convergentie 
ne20 n20 
stralen R, resp. R2. Voor alle n > 0 geldt 0 S is S be 
Bewijs: 
(1) Ri > Raz. 
Go Oo 
Ciij voor alle Xmet SSR ie Das Eb, 
=0 n=0 
Bewijs: 


leZ-1l < az! dS ziel2! voor alle z © ii 


Bewijs dat onderstaande reeksen voor alle x € IR conver- 


gent zijn en bereken hun som: 
OD Aa, 


Zij ze GS 0, | zo | = 1, zo # 1. Bewijs: | 
(i) de functie £ : [0,1] > È, gegeven door f(t) = E Se 


is continu. 








ne el Bi 





gere teRe meneren meren en ren nde oe remrigese bren ere oee se 


Ee OR ED ED he VAE AE PEES ER EROP DA EA ENEN TE A EON NEEN MEE RE 


A CE LERT DEERD POEDERS SE OEM ONE OR EEEN AE EEN IR ETDE LE 





37. 


d8, 


De 
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(ii) f is differentieerbaar op [0,1) en £'(t) = EO 
0 
(raa) voor alle tE 10,1} 18 deter (B (a-zo DI Ss Oa 
(iv) voor alle Et S lO,1l 18 of (tE) 5 _— p 
—Zo t 

S 1 nig 

Re Lin) 
(Cv) voor alle ò € (0,2mT) is e RE rn 

0 


Cvi) voor alle dS (02m) ie 


5 EE = =log(2 sin 16) en Z nn s{m-b), 
ie n=1 
(vel. 48e) A. 


(vii) merk op dat termsgewijze differentiatie van de reeksen 
in (va) tot de absurde conclusie leidt dat 
oo oo 
ĳ sin nb = } cot tb en ZX cos nb = -}. 


ae gn (vgl. opgave 27). 


Bewijs met gebruikmaking van het resultaat van opgave 36: 





(1) voor iedere a € (0,217) is 
Hf Cr-ôdad ne 2 COS na sos nT 
a n=1 
(ii) È d- > kde ki 
Een E 1e An? en È ik ad, 


Laat f(x) = En de een omgeving van O een oplossing zijn 
n= 


van de differentiaalvergelijking xy" + Kl + Dy = 0 met 
£(O) = 1. | | 
(1) Bewijs: als p € IN dan is f(x) een polynoom van 

graad p. Bepaal dit polynoom. 


(ii) Bereken f ook voor het geval dat p = =2. 


Voor de onderstaande differentiaalvergelijkingen wordt 
gevraagd met behulp van reeksontwikkeling in een omgeving 
van 0 een oplossing te bepalen die aan de gegeven rand- 
voorwaarden voldoet. Druk de gevonden oplossingen uit in 
elementaire functies. | 


Ci) Kyle Dar! wp LDA Iv ee Da FD ms ECO) = B. 


ê 
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(ah Bay at bn Or £CD ES d, 
(111) (x-1) (x-2)y"! + (ved == Ut CO == FL) a 





EE EE A EE A RT RENE ENA re 


10% De differentiaalvergelijking x(1-x)y'' + (2-3x)y! -— y = 0 
| heeft in een omgeving van O0 een oplossing f met f(O0) = 1 
(zie (12.12) voorbeeld 3). 
Ci) Laat g een oplossing zijn in een omgeving van 1 en 


zij g(1) = 1. Bepaal g met de methode van (12.12). 


(ij) Laat h een oplossing zijn in een omgeving van } en 
| 5 | 
| zij hx) = 2 Ee 
n=0 
Bewijs: (nt2)an+2 + 2ansy j Hintilan = 0 (n > 0). 


CALA) Li be San CD 


n | ” n _arkt1 
| Bewijs: bo = O0 en bn = (+2) ip, X AE ed, 
m k=1 
(iv) Bewijs: h(x) = 5e Ed log (2-2x) Ce de SS Ls 


Ux 
Merk op dat h een lineaire combinatie Is van Ê en g. 


RODE EN AANEEN een Men Me A eN 


Hi, E is een Banachruimte; Zan, is een convergente reeks in E3 
(Ap) is een monotoon dalende begrensde rij reële getallen. 


Bewijs dat XhAan convergent is in E. 





| 42, X is een verzameling; (fn) is een rij functies X > f. 
Bewijs: 

Xfn is uniform convergent op X met som f & XRe f‚ en 

XIm fn zijn uniform convergent op X met sommen resp. Re f 
en Im f. (vele 1delds 


13. Onderzoek in welke punten op de convergentiecirkel de reeks 


De ee convergent resp. divergent is, als: 


> 
Bee fen 


dl. mn 


fie 
n Log 


en 
dn En arc A Ee, ® dn en fl 


n 

th, Laat zien dat voor de machtreeks van stelling (13.4) uit 
de overige gegevens al volgt dat de convergentiestraal R >= 1 
1S. | 
Toon aan dat de voorwaarde R = 1 niet gemist kan worden 


Î 


nl 
(neem b.v. hr 
* ni 











er ADD ADT DLS EEM AED OE NERNN PEERS VEA OE VN ANA AE AEL GSE TED ODA NG EE EEE EN nr eneen en nn nr nn ee re Ee me ee KE EE AE Ee 





US. 


16, 


Ee 


48, 


US, 


ni 


Sn 
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Onderzoek voor welke z € Ê de volgende reeksen convergent 


resp. divergent zijn: 


(ij) 5 (-1)Û „n(zi+z). 
ni 5) 
* 8 
(ii) EZ EET (z-1) 2D, 
„> n dog n 
| anti 
Gt ES Se, 
0 1+z 
Ee 5 sin nz 
n21 n° 


Zij ke {Sz Sed 5 
(1) Bewijs dat de reeks YX PE uniform convergent 
ne? | 


is op ieder begrensd deel van f\A. 


(ii) Bewijs dat f(z) = Y (rn continu 18 op L\A. 
Ì an Cztn) log me m 


Bewijs: 

s sin nz E E 
hi uniform convergent 

nei " 


(1) voor iedere M > 0 is 


op {z[|Im zl SM}. 
rd GS OB MA COS 
(11) Z ennen Gs Ee 


Seintsin 2: 
nei 


FL 
LJ © % Ea ik 2 . ® 
Bewijs dat de reeks zi op IR uniform convergent 18. 
J ne el P Ë 





k (zntljn, 


Bewijs de convergentie van 22 
) B ral n+1 


(vgl. opgave 15 (iv)). 
Bewijs dat de reeks 25) voor -1 Sa < 0 convergent maar 
niet absoluut convergent is. (vgl. opgave 17 (ii)). 

Aanwijzing: toon om te bewijzen dat (Ì) > 0 eerst aan dat 


n 
legl( io) |=tog (| = log (145) > TOE (145) 5 


eva 
n Zn 





Zij (a) een rij complexe getallen, zó dat Zat absoluut: 
convergent is. Bewijs: 


X sin an is convergent @ Zan is convergent. 
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52. X is een verzameling; (En) en (gp) zijn rijen begrensde 
functies X > {; = Xf 

k=1 
Laat de pij \SEn44) op X uniform convergent zijn en laat 


Sn Ke 
de reeks Zsnlgn-En+1) op X uniform convergent zijn. 
Bewijs dat de reeks Xfngn uniform convergent is op X. 

Ga na dat de stelling (13.3) hier als bijzonder geval ui 


volgt. 


an 
63 Al Ze & Ê zó dat de partiële sommen van ò — ‚Pegrensd ZLD: 
nz 
Rn dat voor iedere R > 0 en iedere € > 0 geta 


> =D is uniform convergent op {zl |z| SR en Re z > Re zote}. 
en | 


dn id 
Neem daartoe f,(Z) > mT En(z) = en en bewijs: 
(i) len Cz) | le” (2720) log ie <5 : 


(ii) |gn(z)- -En+1(2)| < len ll en Fn 
|z- -zo | log(1+5) < 





< Sla zo | log(1+£ Je CR+| zo )25+1 ze | 
€ 


(iii) Pas nu opgave 52 toe. 


(BUY (i) Bewijs met behulp van opgave 53 dat voor iedere € > 0 
en ledere R > 0 de reeks zin uniform convergent is 
op {zl |z|S Ren Re z > e}. 


ee © . pad aa ee (-1)À 
(ii) Bewijs dat f(z) = YX 
net ie 





continu îs op {z|Re z > 0}. 


Zmnz 





(55) Beschouw E me Bewijs: 


(i) als Re z < 0 dan is de reeks voor alle s € Ê convergents; 
als Re z > 0 dan is de reeks voor alle s € t divergent. 
“(ii) als Re z = 0 en Im z € Z dan is de reeks convergent als 
Re s > 0 (gebruik opgave 53) en divergent als Re s < 0. 


(zie opgave 56 voor de overige gevallen). 


56% Bewijs: de reeks —Á 1S 
n 
(Ci) convergent als Re s > 15 





(ii) divergent als Re s <1 (gebruik opgave 53); 
(iii) divergent als Re s = 1, 


(zie aanwijzing volgende pagina). 








RR ENE ne 


Te Ee 


57. 


SO 4 


Ss 
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Aanwijzing: zij s = Î+iy met y E IR, y # 0; 


uit het bestaan van lim SE volgt na substitutie 
z>0 1y ek 
Z = =iy J88 (1-5) het bestaan van lim (1-5) Y-1riy logo) 
no log? (1-1) 


(als reêel getal); 
hieruit volgt de (absolute) convergentie van 
E na rig Log (1-5)] 


ne? 
en de van 
En Wad ) 414) ss Zin in 1) iv A: 
ne? ne? 1 ee 
_ 2 [In RE (n-1) iyj is divergent dus Zr + is divergent. 
n=? Bed 


Bewijs dat de fout bij afbreken na de derde term van de 
2n+1 
reeks LX 5 voor Xx = st kleiner is dan 2-107!! en 
ne 


voor [xl S zikleiner te det A, 





De onl 
X 
Laat zien hoe men door achtereenvolgens 2% Dre Voor 
n=0 
heee 1 1 l | ee 
Kk Sark gartr te berekenen LOE n Voor ni = 2,dsarerdd 


met precisie 107° kan benaderen. 


(ii) Laat zien dat de som van de eerste vier termen van 


1 
« ed - 3 
de reeks X be voor x Et een benadering van /1,Î 
n0 
geeft met precisie 107. 


(al) haat en dat de som van de eerste drie termen van de 


B | 49 
met precisie 107°. 


reeks £ X EDE voor x =_t een benadering van /2 geeft 


Zij f een minstens tweemaal differentieerbare functie 


[1e) + IK en zaj Lim Elx) = 0. Veronderstel dat voor alle 
Xo 

xEl[l1,e) geldt f'(x) S 0 en f'(x) > 

Bew1ijs: 

(i) de reeksen E(-1) PF EeCn) en E(-1)PHÏ SE) zijn 


beide convergent en 


en) Em: GP Eindeflnt1) 
1 n=1 


tt M8 


n 





60. 


C11) 


(iii) 


(iv) 
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Baj df in+1) is sneller convergent dan Zeis Seek. 


voor alle NE IN is 


BEN+I) < | PE (Een) < E(N+1) — HEN+2) 

BEAR kel Cths3i), 
geef een schatting van het aantal termen van de reeks 
pede dat minstens en dat hoogstens nodig is om 


log 2 met precisie 107? te benaderen. 


Zij f € C*[1,e) en veronderstel dat f(x) lb 0 (x >). 


Laat Xf(n) convergent zijn met som s. 


Bewijs: 


i) 


Cl 


Cidi) 


(iv) 


s == DZ fn) + Rr met J Ff(lx)dx S Rr S ff(x)dx. 
N N 
n=1 N+1 N 
N oo 
s = Ì fn) + EE(N+1) + f Ff(x)dx + TN 
n=1 5 ied 
met Ty = Th È f" (6E) voor zekere En © En‚n+1l 
n=N+1 


(aanwijzing: trapeziumregel). 


als flx) = L dan is 


SE 1 1 
EL en 
[Ry 2 (r + Nai)! S Nr en 


EN et ma) | < ae 
N_ I2°N3 (N+2) EN ‘ 
laat zien hoe met behulp van (i) resp. (ii) benaderingen 


Co 


dt bo E 
van & — met precisie 3:107* gevonden kunnen worden. 
n=1 
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Bij Ams Els (A22): 


Zij (V‚p) een metrische ruimte. 


Definitie. V heet rijcompact als | | 
a. iedere rij in V een (in V) convergente deelrij heeft, 
of _b. iedere oneindige deelverzameling van V een verdichtings- 
punt (in V) heeft. 


Bewijs zelf de equivalentie van a en b. 


(7,21) zegt dat een compacte V rijcompact is. We bewijzen in het 
onderstaande dat een rijcompacte V compact is; het analogon voor 


topologische ruimten van deze stelling is niet juist. 


Stelling 1. V is pijcompact * bij elke € > 0 zijn er eindig veel 
bollen in V met straal e waarvan de vereniging V is. | 
Bewijs: stel er is e > Q zó dat de vereniging van elke eindige 
collectie bollen met straal € niet gelijk aan V is. 
Zij a: E V; V C Blai 3E), dus er is az E V met plaz sai) 2E. 
v C Blaise) U Blay 3e), dus er is az E V met plaz,ay) > € en | | 
plazssaz) > €. Zo voortgaande (volledige inductie) construeren 
we een rPij (an) in V met 
(Yn)(vi Snplansai) 2 Ee. 
We bewijzen dat A = {anln € IN} geen verdichtingspunt heeft, waar- 
mee een tegenspraak is bereikt: 
Stel A heeft een verdichtingspunt \. Dan zijn er p‚q © IN met 
Pp > q, PlapsÀ) S ze en plaq,Â) S ie. Er volgt dat 
plapsäg) S plap,Â) + plagsi) SE, 


hetgeen in tegenspraak is met (Vi $ p)plapsaj) 2 Ee. 


Stelling 2. V is rijcompact > V is compact. | 

Bewijs: stel P is een open overdekking van V die geen eindige 
overdekking van V bevat. Volgens stelling 1 zijn er eindig veel 
bollen in V met straal 1 waarvan de vereniging V isi minstens één 
van deze bollen, zeg B(la1 351), is niet eindig overdekbaar m.b.v. P 
(d.w.z.: is niet door een vereniging van eindig veel elementen van 


P te overdekken). 


é 


ne erdee Mee VN ETE ENMEENTEE B BN EN 


DEDEN A AERDEN Nn SE EE Pen VI A 
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Er zijn eindig veel bollen in V met straal 4 waarvan de vereni- 
ging Bla, 51) bevat; minstens één van deze bollen, zeg B(laz5i), 

is niet eindig en m.b.v. P, Zo doorgaande construeren 
we een rij bollen Blan 55) die elk niet eindig overdekbaar zijn 
m.b.v. P, Kies xn € Blansd) ; zij lin ‚) een convergente deelrij 
van (xn), met limiet A. Er is A € P met à € A; A is open, dus er 
is e > 0 zó dat B(Ajze) C A. 

Er is n € IN met ò(n) > 2 en ilary 5 B(A se). Voor alle 


y Ee Blagn) Ein y) geldt En 


ply,A) S PCYsapn)” + Cap ny“) + xp ny) < 


En 
bln) ° én) 


We concluderen dat 


+ de S E. 


Blagn) TC C B(A;5 e) GC As 


tegenspraak. 





En Ne Tes B tn ne 
Tentamen ANalyse II, eerste deel. | 5 januari 1974 


9,30=-12.30 uur. 


1. Zij V de verzameling der reële getallen. De functie 
ps V Xx V > IR | 
is gegeven door KE 
p(x,y) | 
p(x,x) 


xl + lyl als x + y 
0 


a. Bewijs dat p een metriek op V is. 


b. Bewijs dat 0 het enige verdichtingspunt van (V‚o) is. 
Gs 217 (a) een Cauchy-rij in (V‚p) met de eigenschap 
Vn € INYmE IN :nAm>a fa: 
Bewijs: lim a, = 0 in (V‚,o). 
no 
2. De rij (£) van begrensde continue functies van IR naar IR is 


gegeven door 4 
n sin =x 


f_o) als x £ 0. 


X 


f_(0) 1e 
a. Bewijs: Voor iedere x € IR bestaat lim f(x). 
b. Bewijs: Er is een begrensde continuB functie f van IR naar 
IR zó, dat CE) voor ieder positief reêel getal A uniform naar ee 
f convergeert op het segment [ -A,Al. | 
Cc. Onderzoek of (É_) op IR uniform convergeert naar de in b. 


gevonden functie f. Bewijs uw beweringen. 


3. V is een metrische ruimte en A is een samenhangende deelverza- 
meling van V, Zij B een deelverzaleing van V met de eigenschap ie 
ACBCA, 
a. Bewijs: Voor iedere open deelverzameling O van V geldt: 
ONBAG 0ONA HD, 


b. Bewijs: B is samenhangend. ns 


h, Voor GE reêle getallen p is de oneigenlijke integraal 
í arctg? x dx E 
0 xP1og(x+1) | 
convergent, respectievelijk divergent. 


Bewijs uw beweringen. 


& 











Ee Tentamen Analyse II, tweede deel 18 januari 1974 
3 | 14.00-17.00 uur. 


1. E is de reêle lineaire ruimte van de continue functiesf0,1} > IR. 
: a) Bewijs dat de afbeelding f > Hfl = fx|f(x)|dx een norm is 

OD Be 8 
b) De functies f_ :[ 0,1] > IR zijn gegeven door f(x) = n(t-x), 


Bewijs dat de rij (£_) in (E‚# Il) convergeert. 


2. Onderzoek voor welke reële p de volgende reeksen convergent zijn. 


en voor welke reêle p zij divergent zijn. 
a) E (-1Parctg( 25). 


Î rl 
ì Db) E (log n)P 
ne? ke 


Bewijs uw beweringen. 


3. Onderzoek voor welke z £ € de reeks 
(-1)P 2n+1 
et 
n=? n=/n 
convergent resp. divergent is. 


Bewijs uw beweringen, 


U, Gegeven is de reeks En ' 
nel e “-1 
Bewijs: 
a) de reeks is divergent voor alle x & (-w,0) en convergent voor 
alle xE& (0O,e). 


b) de som van de reeks is een continue functie (0,e) > IR. 





